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1. 


Sur les co@fficients du developpement du produit 
1. A+a)(l1+22)...l+(n—1)e) 
suivant les puissances ascendantes de «. 


(Par Mr. Schlaeffli, professeur a Universit@ de Berne.) 


1. 
Je commence par definir le produit 1.(1+x)(1+2x)..(1+ (n—1)r) 


avec la plus grande latitude possible. En le designant par II(&), je remarque 


qu’il est suffisamment caracterise par les deux conditions, 


> 
A) Ia)=(1+ln—1)a) la), 
(2.) II (2) ei, 
dont la premiere exprime la loi generale de la formation de la fonction 77, et dont 
la seconde donne la valeur initiale pour le cas den =). 

Bornons-nous dabord a considerer le cas olı n est un nombre entier, 
positif ou negatıf. 

Si le nombre n est un entier positif, Je devoloppement du produit 11 
finira par le terme n""*, affecte de x”; pourn=]1, il se reduit au premier 
terme 1. 

Pourn=%, il ya deja interruption dans la suite decroissante des nom- 
bres de termes. Car, alors, la valeur du produit 77 etant egale a lunite, le 
nombre des termes est le m@me que pour n —=1. 

Quand le nombre r devient un entier negatif, on conclut successivement 


des deux conditions cı - dessus: 


if 1 —2 SEE Du pr... I VE [ 22 . 
Ie)=i_,. Hla)= Ada), Ha) = ADA-2DdA) Ce 





Alors le developpement du produit en question, suivant les puissances ascendan- 
tes de x, contiendra un nombre infini de termes. A cette occasion on remar- 


quera que l'on a (n designant un entier positif): 
Crelle’s Journal f. d,. M. Bd. XLII. Heft 3, 1 
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jr 1 
(3.) Hie)= = er 
(—ı 


otı Ja condition de la convergence du developpement exige que la quantite & soit 


' : 1 
absolument moindre que la fraction -& 


2 
Apres ces considerations prealables nous posons: 
n n n n n 
(4.) Ua) =1+A, 0 + 4,0%” +A,2°.... = FA;a. 


n 
Pour :=0, dans tous les cas, le coefficient A; devient egal ä l’unite. Sın est 


n 
un nombre entier et positif, different de zero, tous les coefficients A; dont Findice 


inferieur / surpasse le nombre a—1, sevanouissent. Pour n=0, tous les 


n 
coeflicients A; dont lindice inferieur surpasse zero, disparaissent. 
En multipliant les deux membres de l’equation precedente par I+nı, et 
en egalant separement les termes affectes de la m@me puissance de x, il en resulte 


les conditions suivantes: n+1 


A, A, +n, 
n+l 
A = A+nA, R 


n+l 


(3.) An Aytn A, , 


n+l 


A, AsnH. 


ZEITEN EEK EN EG 


On en tire successivement: 


A=(). 


A, rn (*) + u 
ad), 
4=-($) + 25(" 7") — 105 “u + 105(" 4°) 


A, = (6) — 56("}") + 190" 5°) — 1260(° 5°) + 945(" 5, 


4= -(7)+ 110" 5 -1918(" 5 )+ 9450(” 4°) — 17325(” 5" 
PN 


+ 10395 


eic., 
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je‘ ( y Pr un) 2 .(n—i+D des; 


: sıgne  fieure. P:; tte in- 
2. Be un i gne un nombre fıgu Par cette ın 


duction nous sommes conduits A essayer le developpement suivant: 


n 


(6.) A; == (1) (71) +12 B, 2. | ie 1yHeH B ( n+a 


(+2 ite+1 
- n+i—1 
an +B_ 9; ). 
tl 

n+l n+-] n 

En substituant les expressions analogues pour A; et =, dans l’equation A,— A, 
_ no = 0, et observant quon a 

6 ( nt ) RL in 
ia +1) \i+9+1)/ T \i+o 
3 j h en +1 er 
A ;ra) (+a-+1) i+c+]1 ) i+ta)’ 


elle se change en 
(7.) (B,—B B B,)(‘ )-1 ri B- (+HD)B,— FB) Dr 
+(B,—- &-DB.)(ı, )=0. 


Cette equation devant subsister quel que soit rn, puisque les degres des 
polynomes entiers relatıls a 2, suivant lesquels elle est ordonnee, vont en aug- 


- I, . ‚ N . . r 
mentant, ıl faut que chaque terme sevanouit separement. Ainsi l’on a ce sy- 
steme d’equations: 


‚ i z—1 
| D, = b, — 1 , 
i i—1 
Bb, = 2b +'+1, 
i i—1 


B,=38, N 
(8.) B,=4B,+(+3)B,, 


i—l 


B, = (a +15, + (2 + JB, ’ 


La dernicre de ces relations nous apprend qu°on a toujours B;,—= 0), ce qui 
nous fournira les valeurs initiales de B dans les integrations que nous aurons suc- 


cessivernent & faire par rapport au nombre z. Liintegration de la seconde equation 


i 1 Y 
(8) donne B, = C.2,— (+3). Mais comme il doit ötre B,=0), la constante € 
prend la valeur particuliere 2. Ainsi nous obtenons 


u" 
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B, = 2'* —(i+3). 
Substituant cette valeur dans la troisieme @quation (8), et integrant par rapport 
az, on trouve 
B, = 0.3’ — (+5) HIHI) HN) +: 
Mais le second membre devant sannuler pour = 2, il en suit C=3. Onadonc 


B, = 1.3*? — ((+5).2°" + 1[@4+3)(+N)+1]. 
2. 


A ces preliminaires, generalisons le calcul, en posant 


1 vn. | 
(0) B.=153, ala) »_ (Car... +1). 


BE +(—1)°.C,Y | s 


olı C; designe un polynome entier par rapport ä 7, du degre indique par lindice 
inferieur Ö. Sız sera remplac€ par —1 dans ce polynome, nous le desig- 
nerons par C;”. En substituant la formule (g) dans l’equation generale (8), et en 
egalant separdment les termes qui sont affectes de la m&me quantitd exponentielle 
par rapport ä 7, il resulte pour les polynomes entiers, les equations de condition 


suiyanles: 


f 


| el, —(a+1) CP +i+a 0, 
a—1 
| .—-DG—(a+1) CP + +2 +a)C"’=0, 


a—1 


(10.) { («— 2) B. («-+1) co +3 (+ u) Cd = 


a—l 


[| (a, 3+1) C;— (a+1)C® +Bi+a)C®, =0 


-„»-.—....... m... „nn... nn... nn. ..n...„.. m... ......„.."”.":,. 


La condition, pour que les quantites C soient des polynomes entiers en z, suffit 
pour detruire toute incertitude par rapport aux Integrations & faıre. On trouve 
successivement: 

G=ı+2a+rl, 

C, = (i+2a) +2a—1]) + a—l, 

[74 


G = (i+2a— 1)(/ +24 —2)(7+2a—3) + (a—2))3(i+2a—2) +1}, 


C, — (1+2a.—2)(1+2a4+3)(+2a—4)(i+2a—5) + (a—3))6(+2a— 3) +20 —4) 
+4(i+2a—4) +3a—7}, 
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G = (+20 —3)(i+20— 4) ((+2a—5) (-H2a—6)(i+2a— 7) 
+ («—4)}10G.+20—4)(7+2a—5)(1+2a—6) + 10(.+2a—5)(,+2u—6) 
+5 @a— 10) (/+2a—6) + 25a — 94}, 


et ainsı de suite. 4 


Pour obtenir des formules generales, je pose d’abord 


A 


(105) 6,=1.2.3.. . EN FT) 4 a4 Ö,. 
Par la, Tequation de condition 


(a—ß+I)A. c® —BCP +8 (ia) C®, =6®, 
ou Jai mis A C © au lieu de Eine cv, se nn en celle- cı: 
2 a—] 
(11.) (*: FeP) + (a -B+1).A0P-BOP ++) 0, = 0. 


Puis, en nn des nouveaux coefficients indeterminds D,, independants de 
’, qui doivent @tre regardes comme fonctions de «—ß +1 = u, de maniere A ne 


pas changer de valeur, si « et 8 sont remplaces ä la fois par «—1, 3—1, j’essaye 


le developpement 


u 








a. r=P-2 D, i+2a—-B— ai 
12. V= N Y 
& „ v0 (7 +1(7+2) P—2—y > 
d’on vient 
A. 09 a it2«a.—P—y Fi Bu et B—yY ae ° 
ER ree P— y—3 17 +) 


et comıne on a 
n—yY+1 I (n—Ö 
( i—y )= 7 ee ; 
cette expression se |. en 


D 





1 da+77/+D P— _2 Far Fur Te 1 P—0d—2 


Ainsı on a, en permutant les indices, 


Eh id 4 Be Yirdems- 
00 — IE EA 
(0) 4. Slatsat- +25, ge F 
On a de plus, en vertu de (12): 
Y=P-2 D. 


ee; DB i+2a— 8-7 
(6) en y=0 (+1)(y+2) P—y—2 








et pareillement 
00 FR Ze D, +20 — P— u 1 


yr 





Mn ei Y+-DY+2) P=-y—3 e 
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a—] ur . en za 
(ta) OP, = P—y—2 El: 


A Ba / 


y=0 (7 7+1@ +2) P—r—2 


2 a) D, Due i+2ca—P—y—1 
u (+ DG +2 P—y—3 





et en remplacant dans la derniere somme ypar y—l, 


a—1 v=ß—2 z . 
i 2 D, i+2«.—P—y 
C ta) OP, = 3 (B—y—?2 —ıt —_ n 
(c) ) . y—0 ’ Por I) +2) P—y—2 


. D 


D;-ı _ i+2«a—ß—y 
(z- + -D)y P—y—2 
A laide des expressions (a, b, c), que nous venons d’obtenir, l’@quation (11) 


se changera en celle-cı: 


(12.) BCE 3X- Ds Dan —+D(T. Be 


Br FE) Be ri ie 


Comme cette Eequation doite @tre satisfaite quelle que soit la valeur du 











nombre entier et positif z, les polynomes entiers en zetant tous de degres diffe- 


rents, ıl faut qu’on ait separement: 
D=1, 
D=D,, 


u 


u u D 
D,=D,+3u.7.5. 


Di Di 


13. iı 
(13.) D,= D,+4u m} +33 





... nn nr BT TTTTETT TREE EEE EDIT TE EEE TE DT ET Eee 


.._——n mn nr nn Tr Tr TR RE BET EEE TE RETTET EEE TFT TFT TUT LTR ET TFT ET RT ROT TE FT ET ALT BT TE ET BT IT HT PP HE IH OO 
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Voicı les premiceres valeurs successives de la fonction D qui en suivent: 


D=1 








2.8.3 
D=1, 1.275.373 
u 2 | 14 u u 
D,=1+3zu, DD, D, D_3 1 
ß u. 1.2 DLEC TE LEE WE ee u LE 
) bern — | u u 
en em 6“ ‚D +— 6: 
55 at mätrzu, 
763° 21 , ı Io 2 2 
D. —1-+- 60 utgu, 1.2735 6 rrutgt 
a 215 , 7 De D, 6,9 1 
u 2 95 21 13 u u 
D,=1+-nu+ - WU, D, D, 7.197 59 1 
140 180 16 zu. 
1a, tr. ste ta rag 
pr 9319 7225 „ 85 Bi 
trrzuyutrzgutz Ust jagllır etc, 


et ainse de suite. 


). 


u 
1 sagil maintenant d’exprimer D, comme polynome entier en u. A ce 


but je pose 


(14) D,= E,+K, u+rE, + Eu,.. .+K, FE 
otı la derniere valeur de d sera 3y ou 3(y—]), selon que le nombrey est pair ou 
impair. Cette formule, substitude dans l!’@quation generale (13), donne (puisque 
le coefficient de chaque puissance de u doit s’@vanouir separement,) lequation 


suivante, ou l’on a change yen y+ Ar: 





1 vl 
I __  , 2 Es-ı 
(15) A.E,= REN: »3tr373'- »g+D 
rg 
Dabord on a #&, =1. De lä on tire par des integrations successives: 


Ef. EA PAIN Sa: 


ou les symboles / designent des sommes des series qui finissent par les termes 
mömes qui y sont €crits dessous. Comme ce calcul (continu@ de la m@me maniere, 
a cause des integrations nombreuses et compliquees quiil entraine) devient assez 


penible, je me dispense de l’exposer ic. Mais heureusement la forme generale 
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Y 


de l'expression de E,, & deviner par induction, des premiers resultats ci- 


dessus, est telle quelle permet de mettre en dehors, dans l’expression 


[73 
de D,, un facteur qui, & Juı seul, donne naissance ä ces fonctions transcendantes 


J:- f! 2 -—_y , etc., qui sont les causes principales des difficultes du calcul 
eprouvees jusqu ic. En effet, en imaginant le developpement 
2 z 2 . 2 
(16)... (1+7) (1+5) +)-(+) = 14+8,:+8,2...+8,7, 


on voit sans peine que les m S,, 5, etc. sont precisement ces fonc- 


h 1 
tions transcendantes: | 1 E u i 4 [ JS 5, etc. Donc, laforme 
J T!T - v_ 


vraısemblable de expression le E, peut @tre Ecrite de la maniere suivante: 


Y Y Y 1 Y 5 r don Y 
(17) B,=F,—F,.S+F,2-8,...+(- 1” F.S,..+-D8S,. 


Celle-cı, reportee dans !equation (14) (sil’on a egard a l!equation (16)), lachange en 


(18.) D, — (1 -|) (' -5) (1— 3). (1 —2).(I+ HF, u+Fiu+...), 


ot je feraı, pour abreger: 





u 


(1-,)(1-5).- (1-;)= 7 (1-7) ‚et I+F u+rF, " SP 7 


Or, en designant par A une difference qui se rapporte a un accroissement de y, 


egal a lunite, lequation ame (13) peut ätre mise sous la forme 
u 


| AD, D, 
49) 8.7, 473 Tu HDErD 


ou bien, en vertu de a (18.), 


.d, lt — ,) D, (1 —_ ,) 


+ 2 TODE 








Maıs on a 


u 


2.0,2(1-%)= (1- )a8 u) alı-}). 


ER 
Puis, sı, pour abreger, on pose 


e a0, _ D, 
20) (1-1), ernern 


on a de m@me: i 


.p, n(1-°) = = (1-—; Au, . u. u1(1-}) 








an 
a 


Y ’ 
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et de la, en vertu de l!’equation Fr 


D, ‘D, 
(1- a) Ar Ay,—u a BereRG GEDG Y+2) 


Retranchant cette equation de celle (20), et chassant le facteur 1— — 


Jr 
ıl viendra l’expression 
Ä , D, u u 
ey, +. =W,.. 
y+2 Yy+l 


En la comparant avec a (20), on obtiendra sans difficulte: 


u 


21.) A. Ad, _ =u.. Dr 








y+2 +2)(y+3) ’ 
parsuite 
A.P F,_ 
22, tr. fm 
6 y+2 y+2)(y+3)’ 


ou bien encore, si, dans les sommations & faire, on met le dernier terme de chaque 
somme sous le siıgne f: 
zZ F 
23.) F.= ‚+1 Fa 
( ) Öd ” ) 76 +1)’ 
ol chaque somme commence par y= 1. de nous avons deja trouve: 


Belf- er), Be u) 


\ ’ ’ [4 ” +:—1 
Il est donc ä presumer que, generalement, F, sera de la forme 2 «a, ( j ). 


otı & designe le nombre entier variable, auquel la somme indiquee par I se rap- 
} 
porte, et ol, en m@me temps, a, represente un coeflicıent numerique rationnel 


qui ne depend que de ses deux indices d ete. Maintenant, pour que les calculs 


successifs, fondes sur la forınule (23), reussissent, sans amener de nouveau des 


r 
fonctions transcendantes, ıl faut que, a partır ded=1, le polynome F', soit di- 
visible par y (y+1); ce qui exige que dans la somme precedente la plus petite 
valeur de & soit 2. Cette supposition qui sera verifiee tout-a-lheure, admise, 


nous aVons 
Y d—1 


Fıı — PEOHEL... 1ER 5 
yy+D) "ade N 8-2 7°’ 


ei 
Fy-ı de 
ir G+DT a S)-2 


Crelle's Journal f. d. M. Bd, XLIII. Heft 1. 2 


et de la: 
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puisque la sommation doit commencer pary=1. Cette &quation, multipliee 


par y+1, devient 
d-1 


d-1 
free 
(; fe FE =; _1I\: om] 1 /° 
a rer donne, en vertu de la Fe (23): 


er] a AACHEN lH] 


d—1 d—1 
ol _% a, an, )( +8 
= -(1,-1% er "7" e+1 


Cette somme, commengant par e=2, le plus bas nombre figur€ qui sy trouve, 











aa er tte raison | ition d | 1 ‘te veri- 
es 3 = par cette Talson 12 supposı Ion ont nous sommes pa! 15, a€C e@e Verl 


E 
fiee. En outre, on conclut de la PIEOER formule que le degre du polynome F, 
En d’une unite celui du polynome F,_ ı Donc, le nombre 2, marquant le degre 


de F\, celui de F,, sera ö-+1. Ainsi nous avons, ä partir de ö =1 (cette 


valeur y comprise): 


(24.) F=au(lı, +0, (' vr. u EI (ee) Be set), 


et en möme temps 


d—-1 d-1 d-1 d-1 d-1 
d a;—1 a, d;+1 G5—1 as 


tr 2 Dr = on = m 








ot il ne faut pas oublier que la derniere equation n’aura lieu que pour les valeurs 


Ö 
de & plus grandes que 2. Quant au coefficient a,, sa valeur est 1, ou 0, selon 
que dest egal ä lunite, ou plus grand. Poure=0d-+F1, la serie en (25) se re- 


duit A son dernier terme 


An=5_1 





1 
Oronam,=]1; il en suit donc 


u ein 
26) au=123%..0-D' 
Cela pose, je vais tirer de lequation de recursion (25) une expression 


* ® Ö , 
independante du coefficient a,. J’en trouye d’abord 


d-1 rw 
6 6 a;—1 d a, d 





4,441 = FRE), ’ ou —_ amsı 2 — e+l D 
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Puis, apres avoir multiplie par 1. 2. 3..... (e—2), jintroduis la nouvelle notation 
Ö d-c+l 
(27.) 1.2.3. ..... (—2).a=T,,, 


et ıl vient 
a RP | vn 
Öd s+l 0: 1 d € 


pn 4 Al Ze 
I. T,-, er 5 


ou, en mettant n et m au lieu de e—2 et ö—e: 


EP - 
(2S.) T,— n—1 — n+l n+l * 


Öö rn 
Or ce qui a ete dit ci-dessus ä l’egard du coeflicient @,, nous apprend que 7, 
est 1, ou 0, suivant que m est zero, ou un entier plus grand. Donc, en integrant: 


m+1 1 ui I» j " 1 - 
(29.) T,, ri 2 T,+3 T,+7 T, ..... +71 JE 


Dailleurs, la formule (26) montre que 


(30.) T, = 1 





pourn=(, 1, 2,3, ..... De cette valeur initiale on deduit successivement: 
ua 

” Brurm n n+1l’ 
RP. UR URY DE BE SCEBRER WR BE 

" 2\2 3 32 37.43" nt1\2 3°" n+ 2/ 
ne 1) 
TR" 8 3253 4 3\2 2 4 599" nt1\2 2 nt2 n+3/’ 


ın 


et ainsı de suite; en sorte que 7), represente une fonction transcendante de Z'ar- 
gument n (analogue ä celle $, considerde plus haut), dont les deux indices m et n 
marquent, Jun l’ordre ou la dimension des produits, lautre le nombre des termes 





. 2 mn 
dans la derniere sommation a faire. Desormais on pourra regarder 7), comme 


une expression independante (et en vertu de l’equation (27) ıl en sera de m&me du 


d 
coefficient a,). Car elle est une espece de somme de produits combinatoires de 


[4 [4 , . . 1 1 1 1 ij 
classe, formes des elements fractionnaires FRE VE EBRSEEE ne 


et soumis ä la condition que, dans chaque produit, aucun de ses facteurs ne 


jieme 





la m 


doit acoır son denominateur plus grand, d’un nombre surpassant lunilte, que 
celui qui le precede immediatement. 
Je reprendrai plus tard la discussion ulterieure de cette fonction remar- 
z 
Y 


ö 
quable 7,. Dans ce moment je vais reporter la valeur de a,, determinee par 


les formules (27,29, 30), dans l'expression de D, (18). En remplacant 
2* 
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par + 2, la formule (24) se “ie d’apres la nouvelle notation, en Re 


0 d-1-e 
E To _fY +9 T;-. (’ Fa. yte+l T, N (+1), 
‚= Mey + Jr 70-3 + +2 Ir 70) 


ou [Fon a mis //(n) au lieu de 1.2.3...2, et oü /7(0) est supposd egal ä lunite. 
(1 suit de lä, en vertu de la formule (18): 


yte+l Tin Mi m 
m) Se 16 Tr W(T+TurT + T +...) 


La double somme que nous venons d’obtenir pour expression de ®, et 
qui deyrait Ötre reportde dans celle de D, (18), a Yinconvenient d’etre infinie et, 
ce qui est plus, de ne pas &tre convergente pour une yaleur de u entiere et posi- 


tive. Sa reduction ulterieure depend de la question, s’il est possible de faire su- 


mz»2 m 


bir A la serie X 7, w” une transformation semblable ä celle operee sur la serie 
m=0 


m=z=2 m 


analogue x 8,2” dans la formule (16). 
nV 


J’observe dabord que, abstraction faite de la condition primitive pour u, 
d’etre un nombre entier, on peut toujours supposer u une fraction assez petite, 


pour que la serie proposee soit convergente. Car le nombre des produits, com- 


m 


pris dans laggregat 7, est certainement moindre que (n+ m — 1)”, 


m 


et comme 


ın 
aucun deux ne peut ätre plus grand que G). il en suit, a fortiori,) que lon 


m n » m— I m 
2:0. 5 5, Il suffit done pour la conv ergence de la serie en question, 


que u soit moindre que deux fois la valeur inverse de la base des logarıthmes 
naturels. 


Or javance que lon a 




















1 
2) 2 Tw=(1-1)(1- ) (-an))! ee - 
n-+?2 
1 1 3 
wriA i.3.3* 
+ - 4 
ea az 3 END 
— 5 (—1)* na“ = U: 








k=0 
(1 n+ 1) 
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D’abord ıl est aise de prouver que, pour n=0, le membre ä droite que 
jai designed par U,, devient egaläl. Car on a 
6; 1 
1)“ . DI“ IIk +1)" 
Fe (— 1 )' + (— 1) k 


20-5) a(1-7) - a) 


En variant A depuis k=0 jusqu ak= », et prenant la somme, on obtient i 


k yet 


7 











gauche lexpression en question, et ä droite l’unite, 


Une decomposition semblable peut Ötre effectude dans le cas general. On a 
1 ik 1 A 1 uk +1 














—ıy% II)“ _ıy Om + LETTERS | 
uf a 2 Ya (1) a 
En faisant successivement k=0,1, 2, 3, ..... jusqu’a linfini, et prenant la 
somme, on obtient 
1 ur 
D.= U Fe MEERE 
k=0 TI "SEE... 
en 


1 at 1 k 
n+k+1 n+1 n+-1ntrk+l' 








Donc la formule preccdente 


Or 


se change en 








1 uf 
j 7 - IICk k+2 
U,— U,_ı = 2 U, + u 2 (— 1)* nn 
ı k=0 n(1 ER POR U ri ) 
n+k+2 


ot [on a chang«, dans la derniere somme, k en k+1. Comme lexpression dans 
les crochets vient du membre ä droite de la formule precedente, par le seul 


changement derenn-+l, on obtient enfın 


. 7 BR u. + 
(33.) I ur U,-ı Rn n+1l n+l *® 


Cest precisement lequation qui resulterait de celle (28), multiplide par 
w"*', et sommee, conjointement avec 1—1 = (0, depuis mn = 0 juquam=», 
ın 
sı U, designait la serie 8 7,w”. Voilä ce quil fallait encore pour prouver la 
formule avancce plus haut (32). En effet, la suite des equations 


33°.) U, = I 


(33 b 3 U, U, 
U; FR U, 


U, ’ eic., 
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qui, suivant l’acception du signe de fontion Ü,, resultent pareillement de une 
ou de lautre des deux formules (28) et (32), suffit completement pour determi- 
ner dune maniere unique la fonction U, et les autres analogues qui en suivent. 


Ces Equations se prötent, en outre, a un developpement en fraction continue. 
Car on a successivement 














ie 7: au a re 
ze erg 2 > URN 
Ge We Yin Adel 
U, RB Er ur u U u 
U; N A "pi... MOIN 
0; ‚De, 
U; 


et ainsi de suite. On peut donc exprimer la fonction U, par la fraction con- 
tinue infınıe: 











i 1 
9) U=—,— 
1 Pi 
u 
‚WA. 
U 
ER 
U 
5 
3. 1 — etc 


Or, la verit@ de la formule (32) etant mise hors de doute, je vaıs la sub- 


u j 
(3) 


stituer dans la precedente (31). En rassemblant tous les termes en 





on trouve pour facteur de cette fonction Ja somme 











= m— 1 Hl m—1—£ L er ’ +1 
(35.) (—D) Ho a HTONm-I-S)\ :+2 
ii 1 en 
rm —T) - 11700) \m +1 


= 196-2 ') nr = lc RR % ER 


BE Gen er u 1 y+l 
— Ym—1) m+1 —_ DIm—-D)\m+1 


On a donc 











SEE RER SEEN 2.0 Sn 


nıll (m — I) \m + Unlı Be 
m 

















1. schlaeffli, sur les factorielles. 15 


ce qui change l’@quation (18) en celle-ci, rationnelle et entiere par rapport a u: 


Ei u 


Ede 
+: al Mm-+ U 23 1— on Saoeb (2-23 j 


Si l’on se souvient de la remarque jointe ä la formule (14), on verra que 











le degre du present polynome qui parait selever au nombrey, n'est effectivement 

ue In, ou 4(y—1), selon que le nombre y est pair ou impair. Voilä donc une pro- 
que;y ou; | I [ 

priete interessante de l’expression (37), savoir, que tous les termes, dont l'ordre 
Y ru rn 7 

excede celui de w* ou u? , devront en disparaitre. En designant par H, la 

ieme 


somme des produits combinatoires de la p""* classe, formes des elements (m+1), 


(m+2), ..... y sans OR la dite propriet@ donne la formule 


m=YyY m,y 
H,+3(- 1)"m(? 7 ı) A —V), 
mn=l mt 
0.r 
pouryu que p soit plus petit que 3y ou 3(y+1). Dailleurs, , est la möme 
y+l 
quantit@ que nous avons designed PREPRINOEN par A,. Joobserve encore, en pas- 


yr 


sant que de (37) il suit pour u=y: D, = 7W_D: formule qui peut £tre utıle 
W 





pour la verification numerique des expressions de D, calculees pour des valeurs 
determindes de y. 

Bien que le raisonnement qui nous a conduit ä lequation (37), ne soit 
rigoureux qu autant que z est une fraction assez petite, pour que toutes les trans- 
formees intermediaires restent convergentes, neanmoins la liaison identique entre 
les Equations de condition (13) et l’expression (37) entiere et finie, une fois eta- 
blie avec rigueur, subsiste sans restriction. Puisqu il n’ ya donc plus de 
raison qui nous empeäche d’admettre la justesse de lexpression (37), m@me dans 





le cas primittif on u=a— +1 etait un nombre entier et positif, nous pour- 
rons la substituer sans hesiter dans les formules principales qui lont precedees, 


et dont voici le resume, avec un leger changement de notation: 


u 





7 . (— 1). -u+1 au ( +e+u+l + A ee ) 
=; Gum u2 1) 

=, Uw-1) e—u+l —  G+FV)@+2)\e-u-7—1 
n Al 5 IV oNn+i 

—— » 2 
A=: 1A Par 


On ne peut pas esperer de pousser plus loin les reductions des sommes 
n 


multiples. Tout ce que nous avons pu obtenir, est d’avoir represente A; par 


une somme guadruple, tandıs quelle paraissait d’abord Ötre sextuple. 
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Je joins icı quelques remarques qui doivent nous dispenser de noter encore 
expressement les valeurs que prennent quelques quantitds sommatoires dans cer- 
tains cas limites, otı leurs expressions paraissent insignifiantes. Une somme 
qui s’etend depuis n=a jusqu ä m=n, sevanouit purm=a—1l. De 
meme, un produit qui setend depuis m = a jusqu & m = n, se reduit & l'unite, 


“ 


lorsqu'on yfatnm =a—l. Cela bien saisı, la signification qu' ıl faut attacher 


a lexpression (37) de D,, lorsque y est egal ä zero, n’est plus douteuse. Quant 
a la somme, s etendant depuis y=0 jusqu ay=a—w—1, qui se trouve dans 


l'expression de B, entre les crochets, il faut observer qu’on peut en accroitre la 
limite superieure tant qu’on voudra, parceque tous les termes ulterieurs s’annu- 


lent. Donc la somme en question a zero pour valeur, soit qu’on y fasse u= a, 
ou u=a-l. 


i 
Plus haut nous avons obserye que BD; sevanouit, tant que 7 est 


un nombre entier, different de zero. (Le cas = en fait une exception; car 
on a generalement B, = 1.) Par cette raison on peut fıxer la limite superieure 


n 
de la somme (expression de A,) aa = ’; mais la formule ne s’applique de cette 


maniere non plus au cas =0. Du reste, il parait @tre tres difficile, de donner une 


n 


n 
expression pour A; qui comprend la valeur particuliere A, =1. 


1 
En posant « =: dans l'expression precedente de B,, ce qu'on vient de 
dire, conduit ä la proposition remarquable: 
u 


u len Di-us ” u n)+u2 D, ren 
=a Wo) iur 1 / FUSS ENDE kur)’ 


dont la u directe AR tres difficile. 





38) 0 = 


Aussi celle de !’equation identique (32) parait-elle offrir des difficultes 
insurmontables. Elle exigerait quoon eüt prouve are lıdentite 


(39.) 2706) - IE ri wi. 


otı Ja somme ä gauche doit setendre & toutes les valeurs entieres et positives, 





zero y compris, qu'on pourra donner aux exposants %, A, Ay au... ab, @, sans que 
leur somme surpasse le nombre m. 

and 

i» 


Je vaıs exposer encore quelques theoremes remarquables sur les fonctions 


mn 


trancendantes 7,. En partant des trois @quations suivantes qui renferment 
la definition: 
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0 ın m 1 ın—l m 


L=1l, TL-T7T = = j4r TD, Bo =0b,|m > 0] 


je mets d’abord l’equation generale sous la forme 


m m—l mn 


DT Tarı a #6 E 
Il(n) A (n+1) — IKn) ? 
forme qui, par le changement de m en m—n, entre dans celle ci: 


m_-n n—n—1 m—n 
T, 1 n+ Zum “ 
1, m ar ma: m > 


On aura une suite d’@quations pareilles, en y remplacant successivement n par 


n+1l,n+2,n+3,....m—2,m-—1. Sı on les ajoute ensemble, apres avoir 
0 0 


Em Bi 
change TI m) C® TImy > Ce qui est permis, on trouvera 





m—n m—k 


T,, re A ie om 
m) ei © 2 
ce qui rentre dans la formule (25). En y mettant pour rn successivement les va- 


leurs1,2,3,.....n—1, rn, et prennant la somme, on aura apres une legere reduction: 


m—n m—k—1 


n=m gg en Ts 

nı Ik) oo U Ch)’ 
otı le premier terme de la somme ä droite est zero, toutes les fois que m—1 est 
plus grand que zero; et dans le cas dem =]1, ce premier terme, auquel la somme 
se reduit alors, sera egal & Yunite. Diailleurs, des deux membres de l'&quation 
precedente, le premier se transformant. dans le second par le simple changement 


de m en m—1, il en suit que sa valeur est independante du nombre m. Ona 





donc, d’apres ce qu’on vient de remarquer pour le cas de n=]1, la formule generale 


m—k 
a T N 
(42.) u 7 (k) = 1 ’ [m > 0) 
comme on devait sy attendre, vu que la formule (24) donne, pour le cas dey=1, 
1 Ö Ö Ö Ö Öö 
F,= ayıtayt a," +0,+.;, 
1 
et quen meme temps on a F,=]1. On aurait pu se servir plus haut de cette 


formule pour demontrer quil existe des valeurs de u assez pelites pour que la 


mn _ 


serie X 7, w” soit convergente. Car elle fait voir que T, < II (n), et par con- 


II(n) . 2 .@ , -q 2 
sequent que & T,.wW" <zı(n). Zu’ = =i_,' Done, sı u < 1, la serie X 7), w" 


est convergente. 
Les deux equations suivantes sont comprises dans la formule de definition: 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLIM, Heft 1, 3 
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Re ae 
izı1lau = T—-T.; 

7 
Au Fa ATI Eiml * 


m 


n 
Multiplions la premiere par 7,, Ja seconde par 77,, puis retranchons l’une 
de l’autre, et divisons le resultat par 77 (A), ıl viendra apres une simple transpo- 
sıtıion de termes: 


ın n m—l n m n—L 


(43.) PT, Da DaTn _ Tan RR Da 
) "0, "nor — MO) HÖHN' 
Pour integrer cette equation de sorte que tous les termes ä droite 
se detruisent mutuellement, sauf les deux extremes, changeons-y l’exposant n en 


a--n—N et sommons ensuite, depuis = a Jusquä%=a+-n; il viendra: 


m arn—) ml a+n—ı n 


nf] Di nu 
—. AG) <<, DG+-b) I) 


Si, dans laseconde somme, on change % en A—1, et que l'on retranche des deux 





w 


t 








m—1in-+l 
ur De Bo we . N 
membres la quantite Ile) : l'equation precedente prend la forme: 
m a+n—) m—la+n+1—} m n m-l n+l1l 
(44) 3 T, T;-ı ae T, Tı-ı T.-ı Ta— Ta Ta-ı 
2 E Bu: 7 IKa) 


Pour abreger, designons la premiere somme par f'(a, m, n), la seconde sera 
Ja,m—1,n-+1). On voit que, des trois arguments de ces fonctions, les deux 
derniers ont la m@me somme, Cela nous porte a changer m, n en m—i, n+ı, 
et ä integrer depuis =0 jusqua »= m—n—1, en supposant que m est le 


plus grand des deux nombres m et n. 1 resulte de IA: 


1 i=m—n—1 m—i n+i m—i—l n+ti+l 
\ / a) Y ’T m 
JKa,m,n)—f(a,n, m) = 70) = T,YT.— T. Tı-ı 
3 


En rapportant le signe sommatoire separement ä chacun des deux termes ä droite, 
et renversant ensuite la seconde somme, on la trouvera egale ä la premiere, 11 
y aura donc destruction entre ces deux sommes, ce qui nous offre une belle pro- 


position dont voıcı l’enonce: 
m a+n—ı\ 


)=a+n T T 
— k )—1 . [2 
La somme > — I —_ sardde ction des trois 
| 1.2.3.4... _;, regardee comme Jonctı 


i=a 


arguments a, m, n, ne subit pas aucun changement de valeur par la permu- 


tation des deux nombres m et n. 
Dans le cas particulier de a=1, le membre a droite de la formule (44) 


se reduit ä zero. Onadonc: f(l,m,n)=f(l1,m—1,n+]1). Par conse- 
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quent, sı Ja somme m + n reste la m@me, la fonction f'(lL, m, n) conservera 
egalement sa valeur, de manicere quil sera permis d’y changer par exemple m 
et n respectivement en m-++-n et. En d’autres termes, on a l'equation: 


m I4+n—ı 
— T; T;,_ı m 
. i m n—) 
ou plus simplement nm T m+n-1 
(5) = 123... h- 


ı=1 


Pen les formules (14 et 18) ona | 
1 +E, u+E u r 


—— ] F F Ehe u REES 
FT TI) 


Developpons le membre ä droite suivant les puissancesa scendantes de , en 
faisant usage de la methode connue de la decomposition des fractions rationnelles, 


nous obtiendrons sans difficulte:: F= x (N 4 D ,.(C) 
Be > za ) m/ 


Ü 


En combinant la formule (37) avec Se, le Er nous fournit pour les pre- 
® . . nd y x 
miers valeurs de y les expressions suivantes de la fonction F (dans le cas or le 


nombre Ö y est regard@ comme variable principale): 
1 


F,=1, 

Rz." 

A“. 

1,=%-26) +36) -:6) 
ut U "m 


En egalant ä ces expressions celles empruntees a la formule (24), on pourra 


joindre ä la formule (42) les expressions analogues: 


km m—k 


xy k+3 117-1 

k=0 1] De =s—1 (5) 

k=m 

N k+4 ” “Me 1 a 

un LY. m =3-7G +96 
ın—k 

k=m h 

5’ Ü 229 17-1 N) 1 m—? 97 

k=0 was Bo: utten; (5) +3(3) 6\4 
m-+k 


km ’ u in 

SS k+6\ _ 1961 = ‘ u, m sly - 

= nal) 3 HT HE 
3* 
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Nous ne nous arreterons pas a demontrer directement cette sorte de formu- 
les, ce qui, du reste, se ferait de Ja m&me maniere que pour la formule (42). Ce 


nelait que pour completer celle-la par d’autres analogues que jai cru devoir en 
faire mention ıcı. 


8. 


En terminant ce Memoire, dont l’object principal ont et les coefficients A,, 
je dirai encore quelques mots sur une nouvelle signification qu’on peut y attacher 
dans le cas otı z est un nombre entier et negatif. 

Apres avoir change n en —n dans la formule (4), nous aurons, en vertu 
de la formule (3): 


FOR 1 5-7 
(46.) A 2) 2:) r. A = na) — —1 +A, a . „+4; RE 





otı, dans le cas present, la serie ä droite se continue ä linfini. Pour ur quelle soit con- 


vergente, il faudra quoon atx < Z Decomposons, par le procede connu, 


la fraction a gauche en fractions partielles, puis developpons suivant les puissan- 


ces ascendantes de x; en comparant les termes correspondants, nous aurons 


wi 1 "5 i n—m nH __ = 
4) 7 Ve )mr =, 


Par la on parvient ä completer sell la formule connue 


” ee n—m N er 
48) I(-1y"()m=0, 


qui a lieu toutes les fois otı lexposant « est un des nombres entiers 0, 1, 2, 


Fa nr — 1. En operant sur l’equation 
n_ . = \ ‚n—2 ‚n—1 
d—-2)(1—22)..... (l—na) — VO+0.2 +0. .. +0.2""+2 
+ A, c+ A, RE a 


de la m@me maniere que sur celle (46), on parviendra simultanement aux deux 
formules (47 et 48). 
Il y a encore une autre methode de demontrer les equations (47 et 48). 


En designant par p(n,«) = somme fınie 
c— > 
Pr | n—rm (" )m“, 
u @ mM ” ) Mm 
n—1 n n—1 ’ 
et en observant que lon a(„Jm =n\m 1) =n\m)r—\ m ); on obtient 


la relatıon 


(49) y(na)=ny(na—l)+y(n—1,a—]1). 
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Or ıl est claiır que p(n,0) seral, ou 0, selon que n est zero, ou un nombre entier 
et positif, et que y(0, «) sera 0, tant que l'exposant « sera un entier positif. 
Ainsi, en posant dans cette relation, «= 1, on aura: p(n,l)=1ou=0, selon 
que n est egal al, ou a un entier plus grand. Cela posc, faisons, dans la 
meme formule « = 2, il viendra y(n, 2)=1, ou =0, suivant que n est 
egal a 2, ou a un entier plus grand. En continuant cette marche, ıl en resultera 
generalement: Y(r, a)=1, ou =, suivant que n est egal a l'exposant «, 
entier et positif, ou a un nombre plus grand. Voila demontre la formule (48). 
Quant a l’autre formule (47), il suffit de rapprocher la relation (49) de la relation 
generale du systeme (5) qui, par le changement de n, v en—n, «—n, prend 
la forme 


—n+l -n —_n —n —n —(n—]) 


Mau — An ri Mi „ ou bien: = n Aa nt Aa-y-a-n ’ 


pour se convaincre de lidentite 


—n 
(0) ylna)=A,..: 
Il y a pourtant a remarquer que ces deux fontions p et A ne coincident que 
dans les cas particuliers que nous venons de considerer; dans d’autres cas, elles font 


voir une nature diverse. L’une p(n,«) se pr&te A une variation continuelle de «, mais 
—jT 


cesse d@tre signifiante, des que 2 a une valeur quelconque. L’autre A,_, n’a plus 
aucun sens lorsqu’ on y suppose «— n quelconque, mais elle se comporte bien 
avec la varıation de n. 

En suivant la marche que nous avons obseryde jusqu’ ic, on tire de la 
formule (32) l’expression 


d Es 1 m | k=m-—1 + k 1 
1 = + ),raa+1).2 (” Zr ) y(n+k+1,— (m—h)), 
= n—i IN 
ou [on suppose y(n, —a) = u@: '(—1) ( )C ). Lorsquon y fat n=0, 


on obtient la formule 


m +2 E- "+ Dplk+1, — (m—k))=0. [m>V0. 





Supplement du $. VE 


Je ne veut pas passer sous silence une transformation dont la formule (37) 


est ar Ka En voıcı le resultat: 


m +1 m 
m=yY u” 72#)-,.2 = U y—u 


D, = (y+ l) ST) v—M 


——— 


Su IlKm)\y+1l—m \' 
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Autrement: D, est egal au coefficient de z° dans le deceloppement de 
62 u e7 u 
— 1) 1(C+1)e7:( - Ieı Y 
( "y+1) nr yu=-n 
suicant les puissances descendantes de z. Par consequent, la somme qui se 
trouve dans la derniere expression de B, entre les crochets et que l’on avait de- 


signde d’abord par Q, est egale au coefficient de z° dans le developpement de 


(- 1)‘ 1 u+ 1 (© + 1)- nf, = 1) E ( (i hier + N 4 ) a: 


suivant les puissances descendantes de z. Quant au facteur compose qui precede 





u. ru . i 1 
lintegrale definie, le premier terme de son developpement est (— et et 


2, De liautre cöte, si l’on 


tous les termes suivants seront d’un ordre inferieur A z 
etend la somme finie, comprise sous le signe d’integration, au delä de sa limite 
superieure et qu’on fait abstraction de la limite inferieure z=1 de lintegrale, 
pour @viter des quantites infiniment grandes, les premiers termes qui en resul- 


tent de plus dans la m@me integrale, mais concue dans un sens plus large, seront 


— (i+2u+2) (+2u +2) —(i+2u+2)\ 1 
CHEF e-D+ConstH un Joga-D-( 5 Joa ete 


Or la constante arbitraire, le terme logarithmique, et tous les termes frac- 





tionnaires suivants, sont hors de consideration, parcequ'ils ne contribuent A la for- 
mation du terme en z° dans le developpement total. Il ne reste donc, dans ladite 


(+2u-+2) 


. - A N . fi 
en z, qui ne doit pas etre neglige. Done, 


integrale, que le terme ( 





sı l’ou veut etendre lintegrale plus largement que celle qui a etE presentee pri- 


mitivement, il faut en retrancher dabord le terme mentionne, ou, ce qui 


1 (—(i+2u+2 
revient au meme, il faut retrancher du total le terme (— 1)°"" me )). 


Maintenant rappelons-nous la formule (105) qui, suivant la notation 


actuelle prend la forme . 
+2u+]I1) 


(- 1 153- .. 0. ={ c—-u+rl 
D’apres ce qu’on vient de dire, nn se changera en 


+u.0; 
C v8 in (i +2u+ 2) (2 + u)2 zu s (— 1j;te+u+2 : 
ART 1-2. r = ( a—u+l )+ 17 s — 1)%+2 ir2u+2 da | » 


oü ıl ne faut In au lieu de l’expression mise entre les crochets [ ], que le 
seul terme en z°, provenant de son developpement suivant les puissances descen- 


dantes de z. Ce developpement contiendra en outre, comme on le sait deja, 





2 


3 











un terme logarıthmique qui devra &tre neglige de meme. 


Berne, Avrıl 1849. 
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2. 


wenn die Variabeln x, »., ----- x, durch eine Glei- 
chung zweiten Grades gegenseitig von einander 
abhängig sind. 


(Von Herrn Dr, Schlaeffi, Privatdocent an der Universität zu Bern.) 


In 19ten Bande dieses Journals steht eine Abhandlung von Herrn 
C.G.J. Jacobi, in welcher die Fruchtbarkeit einer verallgemeinerten Betrachtung 
der confocalen Flächen zweiten Grades für die Theorie der Abe/schen Integrale, 
zugleich mit der Bestimmung der geodätischen Linie auf dem Ellipsoid, gezeigt 
wird. Da nun dort nur kurz erwähnt ist, dass auch diese letztere Aufgabe, der 
geodätischen Linie, der Ausdehnung auf eine beliebige Zahl von Variabeln fähig 
sei, so sei es mir vergönnt, dieselbe hier zu behandeln ; wobei ich mich möglichst 
der geometrischen Einfachheit zu nähern trachten werde. 

Die gegebene quadratische Gleichung zwischen den Variabeln x, &, ..... ©, 
kann von den Gliedern ersten Grades befreit werden, indem man neue Variabeln 
einführt, die sich von den vorigen um gewisse constante Grössen unterscheiden; 
dadurch werden die Differentiale da,, da,, ..... da, nicht geändert. Nun er- 
setze man die einzelnen Variabeln durch lineare homogene Functionen eben so 
vieler neuer Variabeln und bestimme die Coefficienten durch die Bedingung, dass 
der Ausdruck 2% + 0%" + 2,” seine Form nicht ändere und dass in der 





quadratischen Gleichung alle Glieder, welche Producte verschiedener Variabeln 


enthalten, verschwinden. Dann wird diese Gleichung durch 
ud Pi. 2 
| +7 En = 1 
dargestellt und das zu integrirende Element 
ds = Y(da? + da... + dx) 
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behält die unveränderte Form seines ursprünglichen Ausdrucks. Ist die ur- 
sprünglich gegebene quadratische Gleichung von reeller Form, so haben auch 
sämmtliche lineare Verwandlungsformeln eine reelle Form. Ihre n? Coefficienten 
hangen nämlich in linearer Weise, je n und nz, von den einzelnen Wurzeln 


einer algebraischen Gleichung nten Grades ab, und es lässt sich streng beweisen, 


- r 1 1 1 . . .. * * 
dass die Wurzeln 3 Zr arz dieser Gleichung sämmtlich reel sind. 
1 2 ı 


Sieht man nun die zu ırgend einem Elemente des Integrals /ds gehören- 


den Grössen ©, & ..... &„ als gegeben an und setzt JA = dA, = ..... dA, 
so dass alle Grössen A,, A,, ..... A, als eine und dieselbe Variable erscheinen, 
so ist leicht zu sehen, dass die Gleichung 


2 2 
X, IC In 
—+—.... _— 5 
Pr A, a 
vom nten Grade ist und lauter reelle Wurzeln hat. Bezeichnet man diese, nach 
1 2 n 
ihrer abnehmenden Grösse geordnet,durch A, A, ..... A, so ergiebt sich folgen- 
des System von Gleichungen: 
2 2 
x ıc X; 
— +... +7 1, 
A, A, An 
.. 
( ) A, A, An 
2 2 3 
X IC In En 
WE . ERS... FOR \ 
A, A, Fr. 
Nimmt man an, dass die Grössen A,, A, ,..... A, eine abnehmende Reihe bilden, 
1 2 2 3 3 n n 
so 1st A, >0, A,1>V >A, MM DE A en ‚Aı>0> 4,; über- 


haupt ıst jede Grösse A negativ, wenn die Summe ihres obern und ihres untern 
Zeigers die Zahl » + 1 übertrifft; sonst positiv. 


Die Gleichung 








2 2 2 ı 2 : n 
u Br nn DA 
(2.) +7 Hier Bu 1 A, As .or nenn. An 


ist in Beziehung auf die freie Grösse A vom (n—1)ten Grade und hat in Folge 


des Systems (1) die » Lösungen 


2 n 
A nu P; A = A, PePTTTerT A — A. 


Da aber diese Zahl von Lösungen den Grad übersteigt, so muss die Gleichung 


(2) in Beziehung auf die freie Grösse A identisch sein. Multiplicirt man sie 
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mit A, und lässt dann A, verschwinden, so verwandeln sich A,, A,, ----- A, in 
die gegebenen Unterschiede A, — A, Ay» — A,, --.-- A„— A, und man erhält 


L: 3 n 
(3.) ei u z2 Aı A, A, ..... A, t 
ER Alte... Kdiee A 
Differentiirt man die Gleichung (2) nach der freien Grösse A und setzt 


i 
A= A, so ergiebt sich 


5 2 2 1 2 1 3 1 n 

(4 \ 2 u} Be Un di (A— A) (A — A) FERN (A a: A) Di.d A 

ya l 2 Em - ; = 1 — ı ,‚elc. 
A)? Ar? A, HA sen An p* 


1 
Der Ausdruck für »? unterscheidet sich von demjenigen für x,’ nur durch 


Vertauschung der obern und untern Zeiger; folglich werden alle Formeln, welche 


Di Men ai x, enthalten, in eben so viele neue übergehen, wenn man x mit p 
und die obern mit den untern Zeigern vertauscht. 
1 2 
\ pP Um . p Km a 
Setzt man — sa, ‚ma, ,usf£, 
Am Am 
so verwandeln sich die Gleichungen (4) in 
1 1 1 2 2 2 
art ag +a?=1, at+a2 rel, usk 


Diese Gleichungen bestehen auch noch, wenn man die obern und untern 


Zeiger vertauscht. Zieht man die zwei ersten Gleichungen (1) von einander ab und 
1 2 
ae Ze 
multiplicirt mit : En ‚ so ergiebt sich 
A—A 
1 2 n: 1 2 
ta, =0,u5f; 


wo auch die obern und untern Zeiger mit einander vertauscht werden dürfen. 














1 2 n 
Durch die Gleichungen (3) sind die Grössen A, A, ..... A gegeben. 
Differentiüirt man diese Gleichungen, so erhält man 
1 2 n 
d Tı dA dA dA 
> 24 — z + re —+ e, 
A, Ah, A, 
oder auch 
1A 3 1 "1A 
d mat ra, +0) —, US. f. 
2p 2p 2p 
1 1 2 


Hieraus folgt vermöge der zwischen den Grössen a1, &gy 22... Cs ..... bestehenden 


Relationen: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIIIL Heft, 1. 4 











26 2. Schläffli, über das Integral I V(da?+dt? ..... + dı,„?). 


1 2 n 
‚_df@4\: fa4): aa\: 
ds = 7 + — 4. +1 — 1]. 
2p 2p 2p 
In diesem Ausdrucke fällt das erste Glied weg, sobald man 
x? x I 
zu; -4- _ Bud u 7a — 
A, As A, 


als die ursprünglich gegebene Bedingung ansieht, welcher die im Integral 


JS V(da? + day’ "+ da,) vorkommenden Variabeln unterworfen sind; denn 
1 2 3 n—l n 
dann wird A constant, und es bleiben nur noch A, A, ..... A, A als unter sich 


unabhängige Variabeln übrig, deren Werthe innerhalb der oben angegebenen 


2 
Gränzen enthalten sind. Für A, z. B. sind diese Gränzen durch 
1 1 2 


1 1 
A; se A,-ı = A, u A, Pe A, 


bezeichnet. Setzt man jetzt 








r 1A 2 da n 7 e 
(3.) _— =\ds,; =4Ads, «+ «- — Nds, 
2p 2p 2p 
so folgt 
2 3 n 
(6) Vie“ +V= 
2 3 
m 3 dA... dA e 44 ' ‚a4 
(7%) de (i + N zur Yasgbic Hl) 6% ; 177 up ei. 
2p 2p p 
2 
| BE 2 
Gelingt es nun, für A,\, 1, solche Werthe zu finden, dass , nur 
p 
3 
2 ) 3 2 A " s . 
A, ; nur, u. s. f. als Variable enthält, und dass zugleich der Gleichung (6) 
p 


genügt wird, so ist die Aufgabe gelöset. In der That, wenn man sich irgend ein 
zwischen zwei festen Gränzen genommenes Integral /' ds vorstellt, dessen Ele- 
mente den Bedingungen (5) nicht unterworfen sind, und beachtet, dass die 
Gleichung (7), vereint mit (9), auch dann noch richtig bleibt, so folgt aus derselben: 


dA, : "a4 9 dA 
E > 244 ur IN . 
ah « et 2» 


Sind hingegen die Elemente des zwischen denselben festen Gränzen genommenen 


Integrals / ds so aneinander gereiht, dass die Bedingungen (5) erfüllt werden, 





so folgt aus (7): 











La 
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had dA n dA 
fur ßdsfiä pe 
2» 2» 


Da nun die Integrale rechts, wegen der Fin Trennung der Variabeln, 


—J 


einzig von den festen Gränzen des Integrals / ds abhangen, so darf man mit 
Recht schliessen, dass jedes Integral / ds, dessen Elemente den Bedingungen 
(5) nicht genügen , grösser ist, als dasjenige, für welches diese Bedingungen Stat! 


finden. Also kommt die Aufgabe, / ds zu einem Minimum zu machen, darauf 





2 3 n 
zurück, für 4, A, 7 solche der Bedingung (6) genügende Ausdrücke zu fin- 
den, dass die Quotienten 
2 3 n 
2 2 1 £ r , 2 3 n 
ee „ resp. nur die Variabeln A, A, 1 enthalten. 
pP p 
Da nach (4) 
2 2 2 2 
2, A, 4 n u... An 
Me — zw in ern 
(A- A... (dm A) 


2 n 
ist, so muss der Ausdruck für 22 das Product (A— ir -(A— A) zum Nenner 


haben, und ausserdem nur dıe Variable A enthalten. Beachtet man aber den 
Zusammenhang zwischen den Gleichungen (1) und (3), so sieht man bald, dass 


der Zweck erreicht wird, wenn man 


2 3 n 
ie 2° ‚ 
— nn. + —e1, 
1+-oA 1+»A 1+-oA 
2 3 n 
2 22 2 
Tg == 1, 
»A—-0O w(d—-0O) wA=0) 
a "aa ua aaa 
2 2 ;? 
rar zu nn a re, 
nä- rt 0 4-0) 
setzt, insofern daraus 
2 n—1 
2, _ (rm. NA-9(4-0. (4-0 
N 7: 
a FR 
folgt, und dann, um die Bedingung (6) zu erfüllen, » verschwinden lässt. Die 
Gleichung \ . 
4? 2 ) 
(8) ran u un, 





A—C A-—C A—ÜC 


4* 
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wenn darin für A, u. s. f. die aus (5) sich ergebenden Werthe substituirt wer- 
den, ist also als eine erste Integralgleichung derjenigen n — 2 Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung anzusehen, auf welche die Variationsrechnung unsere 
Aufgabe zurückführen würde; und da diese Gleichung (8) in Beziehung auf die 
Integrationsconstante C vom (n — 2)ten Grade ist, so gilt sie auch für n— 2 


Integralgleichungen, die sich durch n — 2 besondere Werthe der Constante Ü 
unterscheiden. 


Setzt man der Kürze wegen 


A, Ay Ay Ar. An 
(9.) =: 7% er 5 io 9 
 d-dd-9A-0. (4-0) 
1 n 
so sınd dıe Ausdrücke q, q, RR q ähnlich gebildet, wie >, >. u... P5 mit dem Un- 
1 2 3 n—1 


terschiede, dass hier die Parameter A, C,C, ..... Ü constant sind und nur zuwei- 


7 
- 


3 n 
len ein variables A oder A, ..... oder A hinzutrit. Wenn wir daher, um irgend 
2 2 3 3 
zwei zusammengehörige Variabeln A, g, oder A, 9, u. 5. f. zu bezeichnen, die 


obern Zeiger weglassen und die Gleichungen 


2 





yı? Ya Un 
len m RL, = 1 : 
f, A, An 
2 v_ Yn= 
riet =l, 
C, C; On 
2 2 
Yı Ya Yn 
u er 0 m, 
A C. 
a ER 
re: + A, ° ” A" ER 1 ’ 
annehmen, wo (',— G, = A, — A, u. s. w. sein soll, so folgt aus dem Früheren: 
. R nr dA 
] (dy, + dy; s.... 4 dy,.) => 29 - 


u ) 
wodurch die Bedeutung des Integrals 13- ın ein helleres Licht tritt. 


Bezeichnen wir den Werth des Minimums des Integrals / ds mit s, so ist 


5% ».° ee 

2A 2A 2A 

(10.) ss — - 2 + 4 ir +/ n 
E 29 ® 29 2q 








Die Gleichungen (5) erhalten die Form: 
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2 3 
d. - 3 dA 3 dA a 
-—l?!ds, s iR, +. — l'ds; 
24 24 29 








1 dA 1 da "1 dA 
u 3 nt 3° . Du er EZ 
JA-C 2 JA-C0 U A-C 2% 

Hier bezeichnen c,, C3, ..... c"* die n»—2 willkührlichen Integrations- 
constanten. Diese Gleichungen (11), vereint mit (1) und (9), lösen nun die ge- 
stellte Aufgabe, /Y(day + day -..-- + dx) zu einem Minimum zu machen, 

x." 2. Fo 
wenn “7 "++ 7 —=1 ist, vollständig; denn sie enthalten 2(r — 2) willkühr- 

A, Ar 
liche Integrationsconstanten, wie es die a — 2 Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung 

dx, dx, d&n u. =% Du 
U: ds da = IT: Tee a, 
A, A; An 


auf welche die Variationsrechnung die Aufgabe zurückführt, erfordern. End- 
lich giebt noch die Gleichung (10) den WVerth des verlangten Minimums. 
Durch die Gleichungen (3, 9, 10, 11) sind die ursprünglichen Variabeln 


%, &%y, ser ©, als Functionen der einzigen Variabeln s gegeben. Sollen jene 
2 3 


sämmtlich reel sein, so müssen die Variabeln A, A, ....- A resp. innerhalb der 

2 3 ra 
bei (1) angegebenen Spielräume sich bewegen, und die Grössen 9, 9, + q 
müssen alle reel sein. Damit dieses Letztere sein könne, muss das aus 


nr — 2 Factoren (die wir uns ın Mae Reihe geordnet vorstellen wollen) zu- 
n—1 


sammengesetzte Product (A— C) (A— C) “.... (A—C) zuerst positiv sein, und 


dann immer Zeichen wechseln, während über A nach und nach die Zeiger 2, 3, 





... zı gesetzt werden. Diese re en kann aber dadurch erfüllt werden, dass 


n—1 n—1 


A>C>A>C0>A>6 nu. >A>C>A 


ist. Da es deinnach freisteht, die Constante 6; im Spielraume von A oder in dem- 


jenigen von A zu nehmen, u. s. f, so sind 2°” Hauptgattungen von Gesetzen zu 
unterscheiden, nach denen das Argument s die zugehörigen Systeme abhängiger 


Functionen x, &3 ++ &„ beherrscht. 
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Die Gleichungen (11), welche das so eben genannte Gesetz darstellen, 
sind nichts anders, als 


ds ds ds 
u — 0; ur => C3,; u... ...... nn zu Cn— j 
dC dC dC 


Wenn man aber die untern Gränzen sämmtlicher Integrale dahin versetzt, 
wo s verschwindet, so müssen auch diese zweiten Integrationsconstanten c,, c; 
«.... verschwinden; d.h. der zwischen beliebig gegebenen Gränzen genommene 


Ausdruck (10) für s, als Function der darin enthaltenen ersten Integrationscon- 
2 3 n—] 


stanten C, G, +...» Ü betrachtet, muss in Beziehung auf die Variation dieser Con- 
stanten stets ein Maximum oder Minimum seın. Was übrigens den Sinn der 


Wurzelgrössen g betrifft, so zeigen die unmittelbar auf (10) folgenden Gleichun- 


dä 
gen, dass sämmtliche Elemente 3 zugleich mit ds positiv sein müssen. 


Die allgemeine Formel (7) ist einer identischen Verwandlung fähig, aus 
welcher die erst erwähnte Natur der Gleichungen (11) sogleich hervorleuchtet. Um 
Verwechslung zu vermeiden, wollen wir das erste Glied des dortigen Ausdrucks 
für ds? mit dS? bezeichnen. Dann ist nach der bereits in (10) vollzogenen Um- 


wandlung;: 
u 2 3 n 
= dA dä 
d 5 = + Ye u u 

2 29 24 
3 2 
; f a 2 d 3 dA 
und wir haben es nur noch mit der schwierigen Umwandlung von  —— —473 
2p 2p 


zu thun. Dieser Ausdruck (2, 3) giebt zunächst, nach (9): 


1 aA 1 a4 
na 
2 2gq 2 2q 
Setzt man mit IR auf (9): 


III 


wo über ( und « nach und nach die Z Zeiger 2,3, ..... a— 1 zu schreiben sind, 


J. 


m’ 


(2, 3) = 





so folet 


2 2 3 2 n 2 
Em A—C)(A—() ..... A—C 
12.) sau |. - ei — > ” | 2, ‚ etc. 
(0-09 (0-09 22... (C-O) 
R pr. SER RR u a A 
" (d-O(d-0 ni (A-0% 














2. Schlaeffli, über das Integral f V(dx,” #+ di’ ..... dt. ). 31 


23 \ uw 1 dA 1 dA 
(2, 3) zaaıt2a2 757 len: u TEE aaa 
A A-0 2% A-C 29 


also 





wu 1 dA 1 dA 
u A ae; 2 u a 
A-0\A-0 24 A-c 24)\ 


Es lässt sich aber die innerhalb der Klammern ( ) mit zwei Gliedern angefan- 


gene Reihe vervollständigen, weil z. B. 


uU Ute 


zii gi Pin us 
A-04-0)  (d-0)(A-6) 
ist. Die vollständige Reihe 








2 3 n 
1 da 1 dA 1 dA 
| er 7 + 3 Pr „ner.. -I- m z - 
A—-C24y A-C2 A—C 2q 
j ' dds = i 
ıst aber nichts anders als — 2 36 — 2d5 — ; also wird 
a7 8 
2,3) =-- Bild-Nr —d so 
=. C)(A—C) 
wo das Summenzeichen sich auf die über C und « zu setzenden Zeiger 2,3, 
... n—l erstreckt. Demnach verwandelt ur die umgmeise Formel (7) in 
un REN) 
(135.) d’=dS°+ 2.0 ‚)° (- 1 —_ A) (: id 56) ; 
(di o)d- C) 
wo die mit X bezeichnete Summe sich auf alle Combinationen, zu zweien, der 
2,3 
obern Zeiger von A und 7 erstreckt, und wo die Bedeutungen von A und 4ı aus 
(8) und (12) zu entnehmen sind. Dieser mit da? + da" + dx,? vollkom- 


men identische Ausdruck enthält schon in seiner Form die Lösung unserer Auf- 


gabe. Denn er zeigt unmittelbar, dass s zu einem Minimum wird, sobald die 


DIN, 
n—?2 Bedingungen d 36 > 0 erfüllt sind. Wären nun schon die n — 2 Con- 


stanten C richtig bestimmt, so würden diese Bedingungen, vereint mit der Glei- 


€ 2 u . 

chung —’ +7 =1, gerade hinreichen, um den Verlauf des Systems 
A, A, 

(x &) x.) in Function einer Variabeln anzugeben. Integrirt man aber die 


genannten Bedingungen zwischen den Brgpainen Gränzen, so erhält man die 


8 1 
n—?2 Gleichungen 36” —= 0), welche ausser C C-- - ÜUnichts Unbekanntes ent- 


halten; denn, da die Gränzen bekannt sind, so ist offenbar 
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= s= 44 fr 14 fü 
2 24 


n—]1 


eine gegebene Function von C C ee C. A, Constanten werden daher durch 





die Forderung, dass die Variation jener Function verschwinde, gerade bestimmt. 
Dass dieses aber immer in reeller Weise geschehe, sobald überhaupt die beiden 
gegebenen Gränzen continuirlich durch reelle Variabelnsysteme (&,, #3, +: x, 
verbunden werden können, folgt daraus, dass alsdann alle möglichen, zwischen 
den gegebenen Gränzen genommenen Integrale /JY (da, + da .....+ dx,’) po- 
sitiv sind und es daher unter denselben wenigstens ein kleinstes geben muss. Giebt 
es aber ein solches, so werden durch ein einziges Element desselben, vermöge 
der Gleichungen (1, 4,5, 8), die Constanten in reeller Weise bestimmt. 

Die ersten Integrale der unserer Aufgabe entsprechenden Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung 


dr, ‚Ir den 7ı Tg In 
d- Br ze. N . 


ae :d‘ re Ge a 3 
können auch auf folgendem directem Wege gefunden werden. Die Unterschiede 





er 


der Constanten C,, Ca, +++ C,, von denen eine unbestimmt bleibt, seien resp. 


denjenigen der gegebenen Grössen A,, Az, ++» A, gleich, so ist 














j a? 2" ..rdr dr 
Anne Bin WR 
(A # = 717: C ® (A C)3 AC ==> 2 C . 
Wenn man nun die beiden Reihen proportionaler Grössen in (14) das einemal 
aaa... ©, du amd mi Zn = multiplicirt 
mit 9.0," c,, das andremal mit as > Gas: """ Gas Mmultplicir 
und addirt, so erhält man die age 
2 „de 2 x? xdx 
P> 5 da 3; a5 = 5-2: 3 — 
mr AC ACds 
oder 
xdı dx? dx? 
d3 —— 3 1.1 
— (ds Cd Tu cdE 
NY x" eh en N zdr 
C Uds 
und nach geschehener Reduction: 
S 2) — (25 — = ri 
d) Cds 2 0. 


Sieht man das Gesetz, nach welchem ) System (x, X ++ X.) von einer 
einzigen Variabeln abhängt, als gegeben an, so ist der eingeklammerte Ausdruck als 


gebrochene Function von C zu betrachten, die zugleich mit C constant ist, wäh- 
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rend jene Unabhängige sich verändert, und deren Zähler vom Grade n — 1 ist. 
Also wird es im Ganzen auch n — 1 bestimmte Werthe von C geben, für welche 


die genannte Function verschwindet. Einer derselben, nämlich A, ist schon durch 
r} 


die Gleichung £ 7 = 1 gegeben; folglich können noch nr —2 Werthe von € 


nach Belieben angenommen werden, für welche die Gleichung 


9 C7)-GE-1)27=0 


besteht. Dadurch bekommt man gerade die volle Zahl erster Integralgleichungen. 

Die bisher gewonnenen Ergebnisse sind durchaus nicht auf den Fall be- 
schränkt, wo die ursprünglichen Variabeln &,, a, ***** a, einer einzigen quadra- 
tischen Bedingungsgleichung unterworfen sind, sondern sie gelten auch dann 
noch, wenn entweder alle ursprünglichen Variabeln a,, x,, ----- x, unter sich un- 
abhängig sind, oder wenn dieselben mehreren quadratischen Gleichungen von der 
Natur der Gleichungen (1) genügen müssen. 


Der erste dieser beiden Fälle ist, wie Herr Prof. Jacobi ın der erwähnten 
Abhandlung bemerkt, dadurch besonders merkwürdig, dass für denselben zwei 
äquivalente Lösungen Statt finden. Bei der einen sind die ursprünglichen Variabeln 
Bu Ba, &, lineare Functionen irgend einer aus ihnen; die andere beruht auf 
ähnlichen Gleichungen wie (11), also auf Abelschen Integralen. 


Wird die identische Formel (13) für den unbedingten Fall eingerichtet, 
n—1 


1 2 n 1 2 
was n Variabeln A, A, A und rn — 1 willkührliche Constanten C, C, C 


erfordert: so enthält sie die Lösung der Minimumsaufgabe, zugleich für den un- 


bedingten und für alle bedingten Fälle. Sind z. B. die drei Bedingungen 
1 2 3 
A= const, A=const, A= const gegeben, so lasse man nur drei arbiträre 


1 1 2 2 3 3 
Constanten eingehen, indem mn C=4A,C=4A, C= A setzt. Dann bleibt die 


Formel (13) immer noch richtig, und man wird die Bedingungsgleichungen für 
das Minimum und den Werth desselben eben so gut daraus entnehmen können, 


1 
als es vorhin bei der einzigen Bedingung A = const geschah, welche die Setzung 


2 1 
C = A nach sich 208. 


Wenn die beiden Systeme von zı unabhängigen Variabeln (x, a, %,) 





1 2 n 
und (A, .A, * A) durch die Gleichung (1) oder (3) verknüpft sind und man setzt 
— A, A, As; .o.e.e. An 
un N 2 n—1 3 
(A-O(4-09..... (4-0) 
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wo A und g nach und nach mit den obern Zeigern 1, 2, 3, -.... n zu versehen 


n .c#& u 3 a 3 ..8 n 
sind; ferner ; 14 1A 11 14 
N) — } + ae To + Br; > ..... - Bee a j 
“29 vu 2% ” 29 





1 n—1 2 n—] 

11 _(4-0 (4-0 as A d-04-0 u (4-0) 
h — 2 ze 11 = ny9 U.S. W., 

(A — (0) ( a A RR Ad- — A) A-— PY 1-4) BE EB A) 

1 2 

11 Ad-C A- -0) TR „d-0 2 2 _d- d-Od4-0.. uno d- Ö 
uum=— — uu = zen, Ui 

(C-OC-0) vo. (C— Oo di OL I— 0) EEE (d—C) 

so ist d we. +da,....- da, 
ISSN? 
= ds Hari) A— Ay (2 ——,— 457) ; (13) 
(. E. C)(4— C) 
wo die eingeschlossene Summe sich auf die obern Zeiger 1, 2, +... n—]1 über 
C und «ı, die Summe 2 dagegen auf alle Combinationen, wie (1, 2), die aus 
1,2 

den Zeigern 1, 2, ..... n über Aund ee werden können, sich bezieht. Soll 


nun Pi Integral /(da?+dar .....+ da,) zu einem Minimum werden, so müs- 


ı 2 n—1 n—1 


sen A, A, +++. Kai d.h. es mus A> 6 >A>6>A>C PoPRR >A>C>A 
sein und die Variabeln A, A, suis A müssen durch dien— 1 hyperelliptischen 
Ss )$' 
Differentialgleichungen mit getrennten V arıabeln d _ —0, d — zu „ anrcnn.00 
sc SC 
08 


d — = = als Functionen einer Variabeln gesetzt sein. Dann ist S der Werth 
0oC 


des verlangten Minimums. Vergleicht man die Differentialgleichungen 








1 2 
dä dä dA 
iA A 
29 2gq 29 
1 2 
1 dA 1 1A Es dA B 8 en 
— oo. . Me + —'-;=0D/[C, GC, C] 
A-C 24 A-C0 u A-0 2% 
mit den identischen Relationen 11 22 un 
JAH ihre +j), =1Ü, 
11 22 nn 
24 24 24h 
' + nur et, 
A—-C 41-—-C 1—C 


so ergiebt sıch 
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Da nun oben für das Minimum die Forderung der Realität der Grössen 3 aufge- 


, ‚ ' 1A 
stellt worden ist, so folgt, das beim Wachsen von S die Incremente 2 sämmt- 


lich positiv zu nehmen sind. 


Er ’ nn: 28 n 
A e BR‘ / 750 Rn A 
Setzt man jetzt, wie in), ı = V ( Ayfıkı — ) u. Ss. 





(Ann (A,—An) 
und bezeichnet die Anfangswerthe dieser Grössen mit @,, u. s. w., so haben die 


obigen hyperellyptischen Differentialgleichungen folgende algebraische Integral- 


“ 


gleichungen: , —a, = PS, mm = SI, --- n— mn = P.S, 
PH Hell, 
ıı1 2 2 2 nnn 
i hg hg .hq 
Ball Tr nt, usw 
A, A, A, 


Werden die n letzten Gleichungen auf den Anfang des Integrals $ bezogen, so 
sind dadurch die Constanten ß,, Pa + P„ in Functionen der Constanten € und 
der Anfangswerthe der Variabeln A bestimmt. 

Setzt man n = 3 und betrachtet die ursprünglichen Variabeln & als recht- 
winklige Coordinaten eines Puncts im Raume, und die Variabeln A als Parameter 
der drei durch diesen Punct gehenden confocalen Flächen, so gehören die conti- 
nuirlich auf einander folgenden Variabelnsysteme (#,, &, &3), für welche das Inte- 


oral /(V day + da’ + day) zu einem Minimum wird, einer Geraden an; die Con- 


1 2 
stanten C, C sind die Parameter der beiden confocalen Flächen, welche diese 


dA. . a : 
Gerade berühren, und das Integral 3, ist ein Stück der durch den Durchschnitt 


1 2 
der beiden Flächen C und € gebildeten Krümmungslinie, enthalten zwischen den 


beiden Flächen A, welche den Grenzen des Integrals entsprechen. Diese Krüm- 
1 2 
mungslinie wird freilich imaginär, wenn die Flächen € und € beide zugleich 


einfache Hyperboloiden sind, oder, wenn sie auch reel ist, kann sie doch von 
den beiden Flächen A, wofern diese mit einer der beiden € zur gleichen Gattung 


gehören, nur imaginär geschnitten werden. Dessenungeachtet haben die drei 


. 
A . - . . . 
3, |mmer reelle Werthe, obgleich höchstens nur eines derselben 


d 
Integrale / 
® 


reel angeschaut werden kann. Schliesst man nun das Imaginäre der Lage von 
der räumlichen Betrachtung nicht aus, so folgt aus dem Vorigen nachstehender 
geometrische Satz: 

Eine Gerade im Raume und ein System confocaler Flächen sınd ge- 


geben. Diejenigen zwei von diesen, welche jene berühren, schneiden sıch ın 
“ 


5) 
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eıner Krümmungslinie K. Durch zwei beliebige Puncte M, N jener Geraden 
lege man zwei Elipsoiden A, zwei einfache Hyperboloiden A’ und zwei dop- 
pelte A“, welche auf K resp. die Stücke mn, m'n‘, m“n“ abschneiden: so 
ıst das Stück MN der Geraden, gleich der Summe mn + m’ n‘+m“n". Va- 
rıurt man jene Krümmungslinie, so verschwindet die V arıation dieser Sumrmne. 

In einem ganz besondern Falle können alle drei Stücke mn, m’n‘, m“ n“ 
reel angeschaut werden. 


Es sei, um mit einer beliebigen Zahl von Varıabeln anzufangen: 


1 2 n—2 n—1 dA 


=0,61,=0,'"6=0, G=0, sofogtgg=A,, u“ dyA, , 


1 ‚8 n 
/ h / 2 / n 4 d / 4» d /A 
ds Bu A, + d V A,,+ a} A, , Bi. 2." PR! „UND. [._ .[m=2,3,..n]. 
Am An Am 
Die Integrale dieser Differentialgleichungen sind 
3 zT Dot: n En 1 . 
ER in PR — —,, i=1,2, "+ n], 
Aı A, An } A, 


Wo An Par + P„ der Bedingung P’+P3 ----- +,= 1 unterworfene Integra- 
tionsconstanten bezeichnen. WVenn man aber die vorliegenden Differentialglei- 
chungen direct integrirt, so ergeben sich die Gleichungen 


(Aı —| (Aı-Am) PER 


TR 


aan Yn ’ Im — 2, 3, u n) D 
x ] (4, +] (Aı-Am) 


ur i 

we A, positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem A im Wachsen oder Ab- 
nehmen begriffen ist. Das gleichzeitige Bestehen beider Systeme von Integral- 
gleichungen ist um so merkwürdiger, je verwickelter der Zusammenhang zwischen 
den Constanten 2 und y ist, von denen doch die einen Functionen der andern 
sein müssen. 

Derselbe besondere Fall bietet sich im Raume dar, wenn die Gerade 
durch die beiden Focallinien geht. Die Krümmungslinie X ist dann der Durch- 
schnitt der Ebene der beiden Focallinien und fällt also mit der grössten Axe der 
confocalen Flächen zusammen. Da nun diese von jeder der drei Gattungen confo- 
caler Flächen geschnitten wird, so haben alle drei Stücke mn, m‘n‘, m“n“ reelle 
Lagen. Liegt insbesondere der Punct M auf der Focalellipse und N auf der Fo- 
calhyperbel, so lege man durch M, in der Ebene der ersten, eine mit ıhr confocale 
Hyperbel, welche die grösste Axe in zn“ schneidet, und durch N, in der Ebene der 
letzten, eine mit ihr confocale Ellipse, welche die grösste Axe in n schneidet: 


dann ıst MN = m’'n. 
Bern, im April 1849. nn 
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h7 


Eine eigenthümliche Eliminations- Rechnung. 


(Vom Herausgeber.) 


In einer Abhandlung Lagrangds über die Theorie des Schalles, im er- 
sten Bande der Turiner Miscell. phil. math. vom Jahre 1769, kommt die Auf- 
gabe vor: 


Aus den m — 1 Gleichungen 


ysng + ypsn?2pg + Yysn3p +y„-ısın (m-1V)yp = sı, 

yısın2p + y„sndp + ysin6p «.. +Yn-51n2(m-1)p = s,, 
(1.) yısındy + ysn6yp + Y sin dp .... +y„_ısin3(m-1)p = s°, 

yısin(m-l)p+y3sin2(m-1)p+Yssin3(m-1)y ..... +Yyn_1sın(m-1)’p = s.-1 


wo @ der mte Theil von zwei rechten Winkeln, also 





(2.) mpy=rn 
ist, die unbekannten Coefficienten y,, Ya» Ya} Ym-ı durch die gegebenen 
Grössen s, Say S3 $S„ı auszudrücken. 


Da man zwischen den m-1 Gleichungen m — 2 von den m-1 Grössen 
y zu eliminiren haben würde, um eine einzelne Gleichung zu finden, die nur 
noch die eine, nicht eliminirte Grösse enthält und aus welcher diese dann ge- 
nommen werden könnte, so ist die Aufgabe wesentlich eine Eliminations- Auf- 
gabe. Da aber die Zahl der Gleichungen unbestimmt ist, also sehr gross sein 
kann, so würde die Rechnung sehr weitläuftig und bald unausführbar sein. 

Lagrange bedient sich deshalb, um die Aufgabe zu lösen, eines eigen- 
thümlichen Verfahrens. Dasselbe ist zwar sehr sinnreich, aber ungemein weit- 
läufig; es nimmt, nächst unbestimmten Coefficienten, goniometrische Rechnungen, 


den Cotesischen Lehrsatz, Sätze aus der Theorie der Gleichungen und der rück- 
laufenden Reihen, und Differentialrechnung zu Hülfe. 
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Folgendes Verfahren ist einfacher und bedarf nur allein goniometrischer 
Rechnungen. Der Herausgeber dieses Journals hat es zwar schon vor 23 Jahren 
niedergeschrieben ; auch mögen einzelne Mathematiker schon selber darauf ge- 
kommen sein: da es indessen, so viel dem Herausgeber bekannt, noch nicht 
öffentlich mitgetheilt worden ıst und wenig Raum einnimmt, so möge es hier eine 
kleine Stelle finden. 


1. 


Es bedeute p einstweilen einen beliebigen Winkel und es sei 


D A) 5 (2 7 ) 2m Abe; 1 
8) A=39, h=:9, B=i9, Amis Aug, 
so Ist 
(4.) Ahr = ,;» Pf =9p ; fs = pP ui Pmmßnmı =; 
1—2 1 
Bl eu — as p=—-(m-—1gp und 
(5.) Pa+ Pı pe 2p r) Pst-Pr = 7 D) PıtPßs = 6p .s.... PmtPm-ı = 2(m—1)y “ 
| 1+2m—1 
fett tn, nn. 


Nun ist für zwei beliebige Winkel x und 3: 
cos(z + A)sin2— 7) = (6052c08} — sinzsin/)(sinz2c0si — C0S%sin}) 
= c08$zsinz2cosi? — 0082? sinA cos} — sinz? sinA c0SA + c0szsinzsin?? 
= 608zsinz — c084 sin) 
oder auch 
(6) cos(x +3)sin (x —3) = 3sin2x — 3sın23. 
Setzt man hierin der Reihe nach, x = £, Pa Pi" Pm, Pu, und zugleich 


= Pb Pr Pa + Pm und dann die obigen Werthe der $ aus (4 u. 5), so erhält 


man 
cos (3,-+ Pı)sin(%,— P,) oder cos2ysinp = }5in2%,—4sin2/, , 
cos (s-+ Pr)sin(d;— 92) oder cos4ysingy = !sin29;—3sin2/, , 
(7.) cos (3, + As)sin($,— 3) oder cos6yYsinp — !sin29,—3sin2/, , 
I» 
costs Am-ı) oder cos2(m-I)ysing — 3sin2/,„—3sin 2-1 ; 


cos(A+dn)sin(A—Pm) oder — cosmysin(m—1)yp = #5in2A,—3sin2A, 
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Die Summe aller dieser Gleichungen giebt, weil rechts Alles sich aufhebt: 


[cos2p-+cos4Ap+cos6% .....+cos2 (m—1)y]sinpg— cosmysin (m—1)y = 0 


und daraus folgt 
cosmysin(m— 1) 


(8.) cos2p-+cosdyp-+ cos6@ ----- + cos2(m—1)y = —— ; 


sing 
oder auch, weil cos2p = cosp®—siny’ = 1—2singy? , cosAyp = 1—2sin2y? 


u. Ss, w. Ist: 
cosmgsin(m—l)y 


1—2 sinp? +1—2sin2p’+1— 2sin 39°... +1— 2 sin(m—1)p’ = 


d sin Y 
oder 

u cosmgsin(m—1)« 
(9.) sın p’+sin2 p’+sin3g? Me + sın (m—]1)y? = 5 (m—1)— 2 _ Fe BE 


Schreibt man in diesem letzten Ausdrucke !nw statt np. won eine delie- 
‚no P > 


bige ganze Zahl sein mag, so ergiebt sich 


cossnmy sinyn(m-1)y 


(10.) sinzap’+sinnp’+sin;np? ..... +sinin(m-1)p’=!(m-1)- ee 
3 


2. 
Nun sei der willkührliche Winkel p, wie in (2), 


7 
(11) = m’ 





so st 
ınmp=;nt und 5zn(m—l)y=!Inr—Iny, also 


(12) cossnmyp = cos!intz und 
(13.) sinzn(m—1)p = sıninz cos!np— cosint sining; 
folglich ist in (10): 


(14.) cosznmypsSinsn(m—1)p __ cosinz sinian cosinp — cos! nn? siningy 
2sinzngp ee 2sin;np 
lcı 1 
— SIR 


- ps > 1 2 
2sinznp — ;C05S;NT, 


oder, weil sinn für jedes ganzzalige n gleich Null ist: 


72, cosinmgysinzn(m—l)p 
15. _—: 2 = — lcos!Inn®. 
(15.) 2sinznp hm Ba 





Mithin ist in (10) für jedes ganzzalige n, welches nicht Null ist, 
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(16) sin!ng’+ sin np” 4 sinn”... + sinin (m-1)y” = }(m-1) + Lcosinn’. 
Für zn = 0 gilt dieser Ausdruck nicht; denn dann ist in (14) zwar sinn gleich 


„sin nrı cosynp 
‘ . 1 
Zsinzngp 





Null, aber auch 2sintzg ıst gleich Null; also ıst dann rechts in (14) 


. 0 
nıcht Null, sondern = dv: 


Ist in (16) n gerade so ist cos!Inr = =#1, also cos!nr’=]1; istn un- 
gerade, so ist cos!Inm=0. Also giebt (16) 


=,3m, wennngerade und 


qm N 2 . 2 ch 2 ini . 2 a 
17.) sıin!irp’+sinngy’+singng? «.... +sin!n(m-1)y les Kwisnnungeraichl. 


3. 


Es ıst ferner für zweı beliebige Winkel % und 4: 
sint (x + A)’ — sinl(x — N)’ 
(sin x cos!X + cos!x sin1A)? — (sin 4x cosiA — cos!x sin!A)” 


— 4sin!x cos!x sin!\ cos!\ oder 


(18.) sınz(x #2)” — sin4(x — 3)” = sin x sin A. 
Man setze 
(19) x«=c.yundi= up, 
wo e und «u beliebige ganze Zahlen sind, so giebt (18) 


(20) sineg sin up = sinl!(e+ u) P—sin!(e — Au) 9°. 


dr Actte un ee n 
Setzt man nun ın (17) zuerstn = + u, so ergiebt sich fürg =, : 


=}m, wenne.ugerade und 


(21.) sin!(etu)p?+sin(e+ u)g?+sins(etu)g?---+sin! (eK?) cn wenns nungeradeis 


Dieser Ausdruck gilt für jedes n= e+ 4, welches nicht Null ıst;, also 


auch für e = u. 


Setzt man n = © — u, so ergiebt sich 
=!m, wenns-u gerade und 


22.) sin\(e-wW)n?+sinls-u)o?+sin:(e-u)o?- - -+sinl(s- -1)y? 
(22.) sinKe-u)p*+sin(e-u)p’tsinzle-u)gp” -»+sinz(e-u)m-1)yp a 


Dieser Ausdruck gilt ebenfalls für jedes n = e— u, welches nicht Null 
ist, aber nicht für n—=0, also nicht für e = wu. 


Die beiden Ausdrücke (21 und 22) gelten demnach zugleich zwar sonst 
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für jeden Werth von e und «, aber nicht für e gleich «. Für ec = u gilt nur 
der Ausdruck (21) allein. 

Nun sind e+ «wu und e— u immer zugleich gerade, oder ungerade, was 
auch & und « sein mögen; dann sind e und «u beide gerade, oder berde ungerade, 
so sind e+ u und e— «u beide gerade; sind e und «, das eine gerade, das an- 
dere ungerade, so sind e+ ıı und &— u beide ungerade. Also giebt (22) von 
(21) abgezogen, für alle Werthe von z und «, die einander nicht gleich sind, 
immer Null, nemlich entweder im — Im =, oder ! (m — 1) — !(m— 1) =. 
Demnach ist immer 


| + Single tu) pH Sin (+ u)g’+sinzle Hu) g° +sinyle+u)(m—1)4? ) 
- sinz(e— u)g’— sin (& — 1 )g?—sinz(e—u)g? a — sin!(e—u)(m— 1)y? \ 


(23.) Ey 


für alle © und «ı, die einander nicht gleich sind. 
Zufolge (20) ist 


int (le + u) pP —sin!(e—AU)pP = sinsp sin up, 
sin (+ )y?— sin(e—Au)y? = sin2sysin2 ug, 


(24.) 


sin? (+ M)p’—sin!(e— Au) y’—= sindegy sindugp, 


sın! (+ u)(m—1)p’—sin! (— u) (m—1V)y’=sin(m—1):y sinlm—l ug; 

also giebt (23) 

(25.) sinegp sin up + sın2eg sin? up + sindeg sind ug 

are + sın (nm — Deysn(m —M)uyg =Vd, 

für alles und «ı, die einander nicht gleich sind. Für & gleich a gilt nur der 
Ausdruck (21), und derselbe giebt, da für = u, &e+ u eine gerade Zahl ıst, 
zufolge (21): 

(26.) sin up’+sin 2up’+sind ug’ +sin(m—l)uyg’=!ım 
für jedes beliebige u > 0 und < m. 


4. 


Vermittels der beiden allgemeinen Ausdrücke (25 und 26) lässt sich nun 


die Auflösung der Aufgabe unmittelbar wie folgt lösen. 





Man multiplicire nemlich die gegebenen Gleichungen (1) der Reihe nach 


mit sin up, sin2 up, sind up sin(m— 1) uy, wo 4 eine beliebige Zahl 


zwischen 0 und a ist, nehme die Summe von Allem, schreibe aber jedesmal die 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIH, Heft 1. 6 
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gerade unter einander stehenden Glieder je in eine horizontale Reihe, so er- 
hält man: 


Yı [sın psin up + sin2ysin2 up + sin3gy sind up 
lp + sın (m — D)ypsin (m — 1) ug] 

+y, [sın2Ysin up + sindypsin2up-+ sin6ysin3 ug 
+ sin2(m — 1)ysın(m — 1) ug] 

+y; [sin3gpsin up + sin6ysin2 up + sin9ysin3 up 
+ sind(m — D)ysin (m — 1) ug] 


„000 Di, PFURONUREPRONGENGHURRDERN::. 7: SARGEFSERRRREDEEE ENGE. 0. 
+y, [sin ug? + sın 2 ug? + sin 3 ug? 
.... sın (m — 1) uy? | 
+Yy,„_ılsin(n-1)ypsinap+ sın2(m-1)y sin 24 p+sin 3 (m-1)ysin3 up 
su... sin (m — 1)’psin(m — 1) ug] 
kan s;sin uap+ ssin2up + sin up + 5.1 sin (m — 1) ug. 
Nun giebt die Gleichung (25), wenn man darin der Reihe nach: =1, 
- ED m— 1 setzt, (mit Ausnahme von s= u, für welchen Werth von & 
die Gleichung (25) nicht gilt) grade die Factoren von Yı, Ya, Ya «.... Ym-' ın (27) 


(mit Ausnahme von y,). Alle diese Factoren sind demnach zufolge (25) gleich 
Null. Der Factor von y, in (27) seinerseits ist nach (26) gleich ! zn. Also bleibt 
von (27) nichts weiter übrig als 


(28.) y,. Im = sısin up + s2sin2 up + s3sind up" + s„_sin(mn—1) ug , 


und daraus folgt 
‘ \ E . > - . 
(29.) y.= ,, [sısin up + 2sin2 up + ssindup + „sn (m—1)ug] : 


Dies ist der gesuchte Ausdruck aller yın (l); denn es kann darın u =1, 
2,3,4 m— 1 gesetzt werden. 
Das Ergebniss (29) stimmt genau mit dem, welches Lagrange findet, 


überein. 
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4. 


Ueber die Reste, welche beı der Anwendung 
des Sturmschen Satzes vorkommen. 


(Von dem Herrn Dr. Heilermann zu Cöln, ) 


g. 1. 
Durch den Sturmschen Satz hat die Bestimmung der realen Wurzeln 


höherer Gleichungen theoretisch jene Vollendung erreicht, welcher sie fähig ıst, 
und eine Arbeit von Cauchy hat für die imaginären Wurzeln Dasselbe geleistet. 
Dagegen hat die practische Auflösung der Gleichungen keinen ähnlichen Gewinn 
aus den erwähnten Leistungen dieser berühmten Mathematiker gezogen, weil die 
Berechnung der zahlreichen Coefficienten, welche in den Resten vorkommen, 
eine zu ausgedehnte Arbeit ist und der eigentlichen Bestimmung der Wurzeln 
vorangehen muss; auch giebt der Sturmsche Satz keinen Aufschluss über den un- 
mittelbaren Zusammenhang der Coefficienten der Gleichung mit denen der Reste, 
und noch weniger über die Beziehungen jener Coefficienten zu den Wurzeln 
der Gleichung. Letzterer Mangel rührt namentlich von dem bisher allein ange- 
wendeten Verfahren des grössten gemeinsamen Theilers her. In dem Folgenden 
theile ich ein anderes mit, welches in dieser Beziehung mehr zu befriedigen 
und auch für die practische Berechnung dem üblichen nicht nachzustehen scheint. 

In einer frühern Arbeit, (Band 33 dieses Journals) habe ich gezeigt, wie 


m 


Sa [74 ” a” 


der Quotient - in den Kettenbruch F (a,a,)=1: (a,tx:(a,tx: (ayt . Tx:a,) 
> Iıa . g* 
0 
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entwickelt werden kann. Es ist a. a. O. dargethan, dass: 


mn ın 

ZA. x SA, x 

0 y — 0 

= — F (a,, a,,) cond mn, und „, —= F (a,, Qa._1}) cond m<n 
EB,:- x* EB,:x° 

0 0 


Für den Sturrmschen Satz ıtm =n—1, also 


n—1 
> 4 . 1” 

(1.) — - bene F (a,, Osn-ı) . 
zB, .2* 


Mit Anwendung der dort eingeführten Zeichen ist dann: 


n—] 


PB. A, R 2” 
> \ 0 
(2.) n 
SB.’ X 
v0 


al (a, D) a,)ot+ (a, b) A,)s' ct +(a,,4,.)2 PL? A he +(a,,4,),1.2”71 EEE r 
2 Kr (a, , 4,.)o (os Q,)s ct. +(a,,Q.,)2u : tt (ay4,)n-1 7 an (An; 4,)+1 x’ 


wo der Kürze wegen 2n— 1 = u gesetzt ist. 

Offenbar wird diese Gleichung befriedigt, wenn (a,,a,),, = A, und (a,a,)». 
— P für alle Werthe vons=0bis s=n—1 ın der ersten Bestimmung und 
bis s=n in der andern ist; denn es werden dadurch beide Quotienten identisch. 
Es liesse sich aber auch leicht zeigen, dass, abgesehen von einem, allen Coefficien- 
ten „I und D gemeinsamen Factor, nur auf die angeführte Weise der Gleichung 
(1) Genüge geschehen kann. Aber auch dieser gemeinsame Factor kommt zu 


Statten. Es ist nämlich, seiner Entstehung nach, der Coefficient (a,,a,),,.,=1: also 


muss auch 2i,,,n = P,= 1 gesetzt werden. Nach Abzug dieser Gleichung, 
bleiben zur Berechnung der «+1 = 2n Theilnenner « des Kettenbruchs noch 
folgende: 
((a,a,) = Bo; (ao, a.) = Bi; (2,0. By (a, 0,).-3 = Bas; 
(a, a,)u-ı — DB, ; 
(3.) — 1 . — 4 . see .° { m A “0.0 — 1 . 
(a,@,)o — 42097 (a, ’ a,)s u \dı, a ,)a: ER s7 (a,, A 1-3 — än_25 


7 ” 


(a; A,)ı-ı 


Gesetzt nun durch die Auflösung dieser Gleichungen, deren Anzahl 2 
für die Bestimmung der 2 Theilnenner nöthig und hinreichend ist, wären diese 
sämmtlich gefunden, so wäre damit scheinbar für die Anwendung des Sturmschen 


Satzes noch wenig geschehen; denn einmal unterscheidet sich der Kettenbruch 


oO 


von dem, welchen $iurm anwandte, schon seiner allgemeinen Form nach, und 


dann sind es auch gar nicht dıe Theilnenner, welche beı der Auflösung numeri- 
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scher Gleichungen in Betracht kommen, sondern die Reste, welche bei den ver- 
schiedenen Divisionen bleiben. 


8. 2. 


Die Form des Kettenbruchs, welche Sturm anwendet ,.geht aus der obı- 
gen hervor, wenn man in (1) x statt » setzt. Dadurch erhält man zunächst 


n—1 


DA: 7 


- -=1l:(, +2": (a +2": (a, +" +at:a,). 


2 

> zn 
EB, 2“ 
0 





Multiplicirt man noch links und rechts mit x” und schafft dann rechts die nega- 


tiven Exponenten durch Multiplication weg, so erhält man nach einander: 


SA, 7 ze 
Ku -= oT! ta" ka +; +" lag Ha" ila,, + a": a) 
ZB. x“ 
v0 
— 1:(,c2 +1: +1: -+1:(a,+ +1:(a,,.02+1:a,). 


Bezeichnet man diesen Kettenbruch, von dem Theilbruche 1: «a,,_, an bis zum 
Ende, mit R,._,, so ist 


1 
ee 


a, + is ec 
ART er Bass 





und eine leichte Entwicklung giebt 


R TER l u 1: a3 ,—ı . 
. Ay r—1 Gr c-+l1: a 1 +, 
Wenn man in die Gleichung für r der Reihe nach die ganzen Zahlen von 1 bıs 


n— 1 setzt und die erhaltenen Relationen mit einander verbindet so ergiebt sich 


n—1 
P- ; Au r a1 
0 1 £ > 
Fun | ag: er A, : +1 u Eu f . Ad,“ 2 1 2 a. 2 
ZB.x” a: c+1l:a,+1l:a,— —— 3 
0 -c+l:a+1:a,— - 
IE a? ,_2 
4 du—ı “ c+1: a, t1: q,, 
( .) n—1 
ZA," 
0 Aa a 
= ti a rs 
o4“1 u —- 
SB. Er dA +ad, Hl; — ———— Fe 
N) A534, 4,2 Az tr A, — ° 
Au-—4 " A, 





a.—2 . Adu-ı s q,, F +4,24, 
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zn Ag: x? 





BL... EEE G,0,:%? 
4, A4243-+(aı + As: 2 —— — 
454,4, +(43+4,):2— - 


Au—4 e q@,: 2? 


a, -a,-1 "Ay +(a,_.+a, ) ‚x 
Wenn man noch hinzufügt, dass 
Az, Ay: Ay tr ta) (Ay_)Agı)aa" & 


ist und in die letzte Darstellung des hergeleiteten Kettenbruchs wieder &" statt x 


m (& 


setzt, so geht sıe ın 


n—l1l 
2A. 
0 k ‚ nn 
"RB ‘"—M}. [N (a, ‚Ay)aa 0° — a5,2°:[2(Q,4;5),.: 0° — a,a,%°:[8(a;, a,),..x- 
= Du 7° 2. u 
E 2. ME Fin: 
n—1 
PP. RE. 
q Vf, 0. 
o. 0 (Aa, , A,)2a * X , j 
über. Da,” a nach Gleichung (2) ist, so zeigt die letzte 
zu; X, _\Ugy Wu J2u & 


0 


Darstellung, dass die Theilnenner dieses Kettenbruchs nach derselben Bildungs- 
regel aus drei auf einander folgenden Theilnennern hervorgehen, wie der Divi- 
sor des gegeben Quotienten aus allen. 

Der Kettenbruch in (4) ist nun zwar nicht gleich dem gegebenen Quo- 
tienten (1) selbst, aber doch einem von derselben Allgemeinheit, der sich von 
jenem nur durch den entgegengesetzten Potenzenfortschritt unterscheidet, und 
hat die Form, wie sie für den Sturmschen Satz verlangt wird. Dies Alles freilich 
gilt nur unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen (3) nach den Theilnen- 
nern a aufgelöset, oder diese auf irgend einem andern Wege berechnet sind. 
Es werden aber gerade bei dem Sturmschen Satze die Theilnenner, deren Form 
hier @,,_,. @y, » Aa. & ++ A,,_ı + Qy,,, Ist, nicht benutzt, und nur die Reste, 
welche bei der beiläufigen Entwicklung eines Kettenbruchs entstehen, kommen 
ın Betracht. Diese jedoch können aus dem obigen Kettenbruch nicht unmittelbar 


erkannt werden. 


$. 3. 


Wie einerseits die Theilnenner durch fortgesetzte Division der Reste in 
einander entstehen, so lassen sich auch umgekehrt diese aus jenen wieder zusam- 
mensetzen. Es ist dazu nur nöthig, vom Ende des Kettenbruchs anfangend, 
zwei, drei, vier u. s. w. Theilbrüche in ihrem Zusammenhange aufzufassen und 
das Ganze in die Form eines Quotienten zu bringen. Dividend und Divisor die- 
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ses Quotienten sind dann zwei aufeinander folgende Reste, und die ganze alge- 
braische Function von x, welche bei einem Quotienten als Divisor vorkommt, 
muss bei dem folgenden als Dividend erscheinen; höchstens mit einem 
Factor, welcher auf das Zeichen keinen Einfluss hat. Indess die Entwicklung 
des Kettenbruchs (4) aus der Form (1) giebt im Allgemeinen über die Bildung 
der Reste Aufschluss und macht jene weitläufigen Rechnungen überflüssig. Es 
ist nach dem vorigen Paragraph 
1 1: a? 
an 

und da die rechte Seite den Kettenbruch (4) vom Theilbruche rn = l:a2r41 
an bis zu Ende darstellt und also, in einen Quotienten verwandelt, einen Rest als 
Dividenden und den vorhergehenden als Divisor enthält, so giebt auch die linke 


Seite dieselben Reste. Es ist aber 
R,M=1: (a, +1: (a,x°+.....+1:(a,_\.@+1:a,) 
=1:(9,_, +2": (a, +2": (ayaıt+ ....+2":a,) 


2(4>,) a,)2u 4 


x I(a,,_14,)2« ..” 
und (a,_@,)a = Ay.-ı : (AyyQ,)2a + (Qarı1 @,)202 ; 


(a,,_nA,)2a (Arr+ı) Au)2u—2 


also (@,,,@,)2. = dyr—1 Arr-ı 


a __ 2Qy-ı, Aula 8° _ Flaaıı, Aulaa-ı: € 


Demnach ist N (a,,, @,),..2”" = 


Ar—ı Ayr—ı 
d R 1 ı = (Arr4ı ’ A, 2-2 ä u” 
un U Sn ” _ 
ur A2r—ı dr—ı 2(ay,-ı „A. PR Zu 
EEE 1 Zlarıız Au) a! 





(6.) oder R,i-— 


dy—ı A2r—1 = (ar-ı „Au )2a Ei 


wo im Dividenden noch « +1 statt @ gesetzt ist, weil vorher « 1 sein musste. 


r 


Wir hätten nun nur nöthig, den Dividenden und Divisor mit «”” zu multi- 


pliciren, um zwei aufeinander folgende Reste, den einen im Dividenden, den andern 


r ” 1 b 
im Divisor zu erhalten, wenn der Factor re nicht dastände, oder derselbe 





Immer positiv wäre. Um den Einfluss dieses Factors im Allgemeinen zu be- 
urtheilen, gehen wir von der Gleichung (5) oder von der gleichbedeutenden aus, 


nämlich von: 
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I —_ _ m z+lianı+ Bari 
R — 1 1 : Ar—ı 
12.1 a 
F d2r—1 
Ad, + l: dyr-ı + u: Ayr +1 Ryrrı 1 : Arr+1 
> l:a%_ı l:a,-ı 


und setzen in dieselbe die Ausdrücke, welche die Formel (6) giebt. So erhält man: 


= (@,.-ı  Au)2u * 8° Ar, Ay Ayr+ı TH Ar-ı + r+1 





Zi d: VON . , Eure u ud 
vi" (aa, Aula ze! A2r+1 * A2r+1 


dr-ı Z(Qr435 A,,)2a Zuges 


Ayr+] 2 (Ay+15 G,.)2a 2 * 
und daraus: 





(ar, Ana 2" _ Zlarnı , aprıha =" _ anni , Sans » an ET 
(ayrrı 3 Au)a a1 Ayrıı: C Ar (ar > Aula 2° 


oder wenn man in dem Quotienten links den Dividenden und Divisor mıt x" 


n—r—] 


und ım Subtrahenden rechts mit & multiplieirt, so ist: 


>” „nN—r—a—2 
a Z(@.13,4,)a 2” 


n—r—a—l * 


= (ar,-1, G,)a 27° = (a2. > Arr+1)2a * 2° 


(.) = (ar—ı ; 4,)2a * 21 Adr+1: Ar+ı —(Ayrrı7 Gu)2a ‘ U 


Wenn also X (a,,_,, @,).. 2" und X(ay,,1, Q,)2, . a”! zwei auf einander 


Ar,—ı 


n—r—0.—2 


. Z(Qy43 , Ay)ıa - @ 





folgende Reste sind, so ist der nächste Rest: 


2r+l 


In ähnlicher Weise lässt sich nun noch die besondere Gleichung 


 % B n—M 

a Aw U r n—a—2 

Be vr R 4,0,0%+ 1 1 2 (a; ‚ G,)a- « ARE 
n—1 - —— U,X + 1, — a, re a“ en } 
B A, . x” - PB: A, ü ‚Nn—a—1 

0 


* 
‚n—a—l 


l 
herleiten, welche zeigt, dass der erste Rest “. -2(0,, Ou)aa: % ıst. Setzt man ın 
1 


die Gleichung (7) der Reihe nach r=1, 2, ..... bis (a—2) und multiplicirt aus- 


serdem links und rechts noch mit den bereits gefundenen Factoren der Reste, so 


findet man die wirklichen Reste, welche beim Sturm’schen Satze vorkommen. Auch 


n—r—a—?2 


geht aus der Gleichung (7) als Regel hervor, dass jeder Rest Y(a,,,5, @,)2a:& 
zu dem das Zeichen mitbestimmendem Factor des zweitvorhergehenden Restes 


—r 


_(Qy_1,@,)2..2%” “noch den Quotienten @,,_,: Qy,., hinzufügt; und diese Regel 


genügt zur Bestimmung dieser Factoren. Einige der ersten Reste sind daher: 


1 1 v As 1 D d: u a’ 

Pe any n—a—?2 > ER TE... x ' ‚n—0.—4 “ 72 3 er x Nn—a—6 
! d: d, 7, + *“ u d- d, > *.% . ad ad ‘ > 

a, ( 33 „)2a ’ aa, ( 79 in 1 a .dy Ay (41) RR 

(S ) u. Ss, W. 
9.) \ 
a, n_a-3 , 4ı 4 „. Adı'd,'dy r 
nv ae un 7 any Nn—a—5 , AB: r < 0.7 

. die d- ü. I) MR: ; a u a ad I * a “ ’ d da, .X 

Ag ( De Ja k ? As ‘ d- ( 9 ’ aa > Ay d- ' Aıı I( 13, ik 2a 





u. $S. W. 
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Das Zeichen, welches der hergeleitete Factor hat, ıst das des Products 
aus allen vorhergehenden Theilnennern a mit ungeradem Zeiger; dieses Zeichen 
alleın muss beachtet werden ; der absolute Werth des Factors ıst für den Sturm- 
schen Satz gleichgültig. 


$. 4. 


Die Anwendung des Sturmschen Satzes hangt nach dem Vorhergehenden 
von der leichten Berechnung der Coeflicienten der Reste I(@a,,_,,@,)..0”""* und 
von der Bestimmung des Zeichens der Theilnenner @ mit ungeradem Zeiger ab. 
Jene aus den Theilnennern des Kettenbruchs F(a,, a,) zusammenzusetzen, wäre 
nicht durchzuführen, weil diese selbst nur mittels grosser Rechnungen gefunden 
werden, schon wenn man das bekannte recurrirende und noch mehr, wenn man 
das unabhängige Verfahren anwendete. Aber eine Auflösung der Gleichungen 
(3) giebt auch recurrirend nicht nur die Coefficienten (@,,_ı , @,)2:, für alle hier 


möglichen Werthe von r und s, sondern auch zugleich die Theilnenner a. 

Es ıst (a, , Q,)24+2 = a,(ar.1, A,)ar2 + (Qrı2 , Q,)2 ; 
folglich 

(9.) (a,,2 , a)» = (ar, Au)2sız — a,(Q,41, Qu)2s+2 

Die Anwendung dieser analytischen Relation entwickelt aus den Gleichun- 
gen (3) Alles, was oben erwähnt ward. 


, i (4, , 4), B, 
. ı Rar » R — . - = 1 — D 
Ohne alle Rechnung ergiebt sich aus (3) a, Fr 1,’ und setzt 
man in (9) r=U, so ergeben sich in der Form 
(2; , Qa,)s = (@, Q,)as+2 — ala, , a.) = Ba oAyı 


für die Werthe von s—=0 bis s=n—2 eine Reihe von na —1 Ausdrücken, 
welche zwar nicht zu den verlangten Coefficienten gehören, aber die Berechnung 
derselben erleichtern. Sie sind die Coefficienten von I(a,, @,),. . 2”"'. Diese 
ganze Function (rn — N)ten Grades ist, ohne selbst einer der Reste des Ketten- 
bruchs (4) zu sein, denselben ganz ähnlich, und möge Hülfsrest genannt 
werden. Wenn die Coefficienten B und A in zwei horizontalen Reihen unterein- 
ander stehen, so ist das Schema der Berechnung dieses Hülfsrestes äusserst ein- 
fach: man multiplicire A,,, mit a, und ziehe das Product von B,,, ab, so findet 


sich (a,, @,)., welches unter A, zu setzen ist. So findet sich zuerst 


(7,,a,) = BI — @A,, und daraus 
a — (a, ? 4.) 
BEER (A, ’ A.)o 
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Auf ganz gleiche Weise berechnet man nun aus dem ersten Hülfsrest 
n—] 


und dem gegebenen Dividenden 8 A,.x"""' den ersten Rest mit Hülfe des ge- 
0 


fundenen Theilnennersa, nach der Formel, welche aus (9) hervorgeht, indem man 
r=1 setzt. So wird abwechselnd Hülfsrest und eigentlicher Rest gefunden, und 
jedesmal aus den Anfangsgliedern einer neuen Coefficientenreihe und der vor- 
hergehenden durch Division ein neuer Theilnenner a berechnet. 

Ehe ich das angedeutete Schema an einigen Beispielen vollständig dar- 
stelle, leite ich noch eine Formel her, welche zeigen wird, wie die Coefficienten der 
Reste aus den gegebenen Coefficienten B und A und den vorangehenden Theil- 
nennern zusammengesetzt sind. Wir fanden oben 

(a3, a) = Ba oAsı 
und erhalten nun durch Einsetzung des gefundenen Werthes in (a; , @,), 


= (a,,4,)a+2 — Qı(Qz , QA,)ys,2 Weiter: 
(a,, a,» = — [a Bar — 9a, Asa — Ası]- 
Die neue Einsetzung ın (a,, a)» = (@y, Q,)y+2 — A2(Q3 , Q,)as+2 giebt: 
In ähnlicher Weise erhält man weiter: 
(a, ,a,)» = — [a 0,0, B,,,+ (a, + a3) B.,; — 9,01 0,03 A,,, 
a. (a, dA + Cd, As +- 125) d,) A mar’ 43 . 


Durch Anwendung des Summenzeichens gehen diese Ausdrücke in fol- 
gende über: 


(a,, Q,)s = — Zl|(aı , a3) - Ders — (a, Az)yu: Ass] conda+ P= 4 
(a,, a), = + Z|(a, , a2) - Pas — (@ , Ay)aa: Ass] a+?=3 
(a; ’ a); ung &|(a, ’ Ay)2a ‘ Bu; RR (a, ’ Ay)aa ® Ass] a+ P u 2 
(a,, a», = + Z[(a,, Gy) - Burs - (@ ‚Ay)aa « Ay,] a-+ P =1; 


wo dann der Gleichförmigkeit wegen statt 1 das Zeichen (a,, a,),, welches eigent- 
lich keinen Sinn hat, gesetzt ist. Als allgemeine Form stellt sich auf den ersten 


Blick heraus: 


(10.) (a, ’ a.) in (—1}' = [Caı ’ A,_2)2a . B.s— (ao, A,_2)2a P As] cond. a+p=r- 1, 
Um allgemein die Richtigkeit dieser Darstellung nachzuweisen, nehmen 
wir einstweilen an, dass sie gültig sei für (a, , a,),, und für (a,,:, @,)», und thun 


dar, dass sie auch gelten müsse für (a,42, @,),. Es ıst: 


(a, +25» A,)as = (a, D a, „LER, Tu a,(Q,,ı N) Q,)2s+2: 








4. 
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Wird rechts nach Formel (10) substituirt, so entsteht: 
(Q,,s y A) — (— 1) E[(a, N) Q,_2 )aa , Bass u (u, ’ Q,_2 )a . A 
a+=r—] 
— (— 1)*' .(A,» S|(a, ’ En . Dass — (a, D Gr )aa . Aus] 


s+3+1) 


a+ß=r 
= (— 1)'* . [3(a, ; A,_2)a» Bist Sa,(a,,4,_, ER Bayssı . > (a,, Gr ähar Asısıı 
a+ß=r—1 a+rß=r a+ß=r—] 
— Ia,(a, ’ d,_ı )2a . A, +3 1) 
a+ß=Lr. 
Es ıst ferner (a, , a,),. = a,(a, , @,_1)a. + (Q, , @,_2)u_, , also 

(a, , A,)2a ’ Bu; — za, (a, ’ d,_ı )2a ® Bus + (a, ’ d,_2 )2n- » DB; 

a+ß=r+l1l a+ß=r+l a+ß=r+l1. 
Rechts it #1, wel «= r+1 die Coeflicienten (a, , @,_1)2,2 und 
(a, , @Q,y)r = 0 macht; man darf also rechts ?+1 statt 5 setzen: in der 


zweiten Summe rechts ist zudem « <1;, daher darf hier auch «+1 statt « ge- 


schrieben werden. Nach diesen Aenderungen ist: 


(a, , &.), . Bas — Za,(a, ‚ d,_ı )2a ° Dass + (a, ’ A,_,)2 . Bus 


a+f=r+1l a+ß=r a+ßP=r—l. 
Durch dieselben Schlüsse findet man: 
(a, ’ A,)gu . Aus = 24, (a, ’ d,_ı an . Ayası + Y(a, ’ Q,_2)2a . Aue 
a+ß=r+1l a+p=r a+ß=r—]. 


Beides addırt und dann mit Dem was oben rechts von (a,,, , @,). steht vergli- 
chen, zeigt, dass 


(Q,42 b a,)». — u te .2 [(a, , Q,)2a ° Bars ne (ao; Q,)2a ® Ass] cond a+ß . +1 , 
welches sich von (10) nur dadurch unterscheidet, dass r +2 statt r vorkommt. 


Wenn also (10) für r undr +1 gültig ist, so ist auch eben das für r 
+2 der Fall. Nun ist (10) oben für r = 2, 3, 4 und 5 bewiesen worden. Die 


Gleichung ist demnach allgemein richtig. 


9. 


un 


Aus dem vorigen Paragraphen ergiebt sich folgendes allgemeine Schema 
für die Berechnung der Coefficienten der Reste: 
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s=0 | s=1 |s=2..... s=n-3|s=n-2s=n-ls=n 
=0| B | B B, ® Bu: B,, |B=1 
ram] HM A, | 4 A Ha; Ar 
r=2| (a,,4,) | (a; , 4.) | (a,,a,) ja» Aa, )2m-6,(@; D G,)2n-i) 1 | 
r=3| (a, ,a,) | (a; , a); | (a3,a,14 la; A ,)on-6(@; j a) | 
r=4| (a,, a,) | (a, ,a,), | (a,,a,) Ia > @)n-s 1 | | 





Hat man die Reste berechnet und will wissen, wie viele Wurzeln der 
Gleichung zwischen @ und d liegen, wo a < b, so setze man a und Ö nacheinan- 


der in die gegebene Gleichung, ihre Ableitung und alle Reste, und bemerke 
nach jeder Einsetzung das Zeichen; die Gleichung hat dann zwischen a und db 
so viele Wurzeln, als die Zeichenreihe für @ Wechsel mehr zeigt, als die für 6. 
Dies ist der Sturmsche Satz. Als kleines Beispiel diene die Gleichung 60°+112? 
+62+1 = 0, deren Ableitung 9x’ +11x+3 ıst. Unser Schema enthält 


also folgende Zahlen: 

















0), 611 61 9| Da es jedoch nicht auf den 0)| 611 6 1 2 
| 91 A %=37] absoluten Wertb der Reste, 1) 011 3 Pr 

| Pre | ” Rn... sondern nur auf ıhre Zeichen | > PoR... 
2) nr ıı A| ankommt, so multiplicire man, |2) 1112) 3) | au 

ud a | = sobald ein Theilnenner a ein | = 
3) ni 1 || 169 Bruch ist, mit dem Zähler den |[3) re 6 | 13 
4) 30 | | 7330 letzten und mit dem Nenner N 3013 0" 

“1 | BB... —_— Rest und sub- | & a. 
9) 130 trahıre. Dann ıst: 5) u | | 








Die Theilnenner a, und a, sind positiv, also haben die Reste unter (3) 
und (5) das richtige Zeichen. Für x = 0 finden sich in 
(0, 1, 3, 5) die Zeichen 
+ + + + ohne Wechsel ; 
für = —2sınd dieselben — + — -+ mit drei Wechseln; 
es liegen deshalb die drei Wurzeln der Gleichung zwischen — 2 und 0. 

Als zweites Beispiel diene eine Gleichung, durch welche, wie Gauss dar- 
gethan hat, bei der mechanischen Quadratur möglichst vortheilhaft die Abscissen 
bestimmt werden. Wenn 7 Abscissen angewandt werden solien, so nimmt sie 
die Form 


— 34322 + 12012x° — 166322” + 11550.2° — 42002? + 7562°—-562 +1= 0 
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an; wo, wie es die Gleichung (2) eigentlich verlangt, das absolute Glied den Werth 


+1 haben soll. In dem folgenden Schema sind die Reste entwickelt, deren Coef- 
ficienten, so oft es anging, durch Entfernung eines gemeinsamen Factors verklei- 


nert sind: 





) | Ir | I 


0) | 4200 + 7501-56. 1=04, = +8 
1) — 429 +1287 | —1485 — . 225 Pr Zi | in. =- i 
2)| + 17164752 + 4950 2400 +540 —48 +1 | a =+13 
3) +132 —330 |+300 — 120 420 1 FRREFTENR - 
4) _462 +1050 840 +250 -35 +1 a, =+11 
Mr +4 — 56 + BR | a, = D- 
6) +126 . +126 8 .=+9 
DH |- a | WEBER 
5) 3 +5 -15 +1 | | | 4 =+7 
9) = +5 _1 | a,= aR.- 
10) +10 ale + I | | | | 3 > 
11) +2 2 N) | | we RE ne-3 
12) -3 +1 | | | 3 +3 
13) 1 | | | eu m =—l 


Sollen nun die Wurzeln aufgesucht werden , so hat man zunächst auf das 
Zeichen der Theilnenner mit ungeradem Zeiger zu achten. Da diese sämmtlich 
negativ sind, so ist das Zeichen des Restes (3, 7, und 11) umzukehren. 

Nun hat für © = 0 die Reihe der Zeichen: +—-+—-+-+- 

7 Wechsel; für = & hatdeselbe _ — —_—_ _  „---—- - - —  — 

keine Wechsel ; also sind alle 7 Wurzeln positiv. 


, ; in FO a nn no 


die Zeichen und bilden keinen Wechsel , also liegen alle Wurzeln zwischen 0 
und l. 

Diese Gleichung zeigt, dass selbst Gleichungen von hohem Grade und 
grossen Coefficienten unter günstigen Umständen eine leichte Anwendung des 


Sturmschen Satzes zulassen; dagegen wachsen aber auch wohl bei andern Glei- 
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chungen , deren Grad und Coefficienten viel kleinere Zahlen sind , die Coefh- 
cienten der Reste rasch zu schwerfälligeren Zahlen an Zu einem Beispiele wähle 
ich die Gleichung : 22° +62" — 11a” —22+1=0, deren Ableitung, nach 
Abwerfung des Factors 2, 4@&°+9x°”— 11x —l ist. Nachstehendes Scherna 
giebt die Uebersicht der berechneten Zahlen: 














: | | 1 
0) . +6 — 11 -2 +1la=;5 
1 +2 | | 
) | a HM 3 a=; 
2) +3 | | | 3 
— 11 — 3 +2 a=7 
3) +71 | | | PR 71 
u BT =; 
4) — 359 a I" er 
| ! Oh 
— 90 +7l 24 7613 
EU 2 
| + 364 A; — 548546 
6) — 548546 | £ rt 
| . | 
+ 329653 6 — 1330908131 


7) — 1330908135 | | | 


) | 


Es ıst hier a, negativund somit, dem Früheren zufolge, das Zeichen der Reste 
(5) und (7) in das entgegengesetzte zu verändern. Setzt man darauf x = 0), so ent- 
stehen die Zeichen: +———-+, und wenn <=&% genommen wird, erhält man 
die Reihe: +++; woraus nach dem Sturmschen Satze ersichtlich 
ist, dass zwei Wurzeln positiv sind. Wenn noch x = — & gesetzt wird, so er- 
halten die gefundenen Functionen die Zeichen: 

+—+— +, zwischen welchen 4 Wechsel vorkommen; was zeigt dass 
die beiden andern Wurzeln der Gleichung negativ sind. 

Ich habe für die Gleichungen hier eine von der üblichen etwas abwei- 
chende Form zum Grunde gelegt; es ist davon jedoch die Anwendung der gefun- 
denen Regeln nicht durchaus abhängig; nur muss man bemerken , dass jeder 
Factor, welcher jene Form umgestaltet, und namentlich sein Zeichen, sich durch 
die ganze Rechnung hindurch zieht, in einer Weise, welche man nach Formel (9) 


verfolgen kann. 


$. 6. 


Will man nach Herleitung der Reste (8) die Anzahl der realen Wurzeln 


einer Gleichung nten Grades suchen, so setze man nach einander z = + & 
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und x = — & in die Gleichung, in ihre Ableitung und in die gefundenen n— 1 
Reste und nehme den Unterschied der Zahlen, welche für die bei den Substitu- 
tionen hervorgegangenen Zeichen die Wechsel angeben. Sollen nun alle Wur- 
zeln real sein, also jener Unterschied rn betragen, so darf, weil bei n+1 Zei- 
chen überhaupt nur n Wechsel möglich sind, die eine Reihe Zeichen, und 
zwar die erste, keinen Wechsel haben, während in der andern 22 mal ein 
Wechsel, d. h. keine Folge vorkommt. Sobald aber die Hauptgrösse © in einer 
ganzen rationalen Function + & wird, ist das Zeichen der Function mit dem 
Zeichen der Coefficienten ihrer höchsten Potenz dasselbe. Selbst der letzte Rest, 
obwohl er von x ganz unabhängig ist, macht hievon keine Ausnahme. Sollen 
also die a+ 1 Functionen für x = +& gleiche Zeichen haben, so müssen 
ihre Anfangscoefficienten im Zeichen übereinstimmen. Dieselben Functionen 
bilden dann aber auch für <e=—®, n Zeichenwechsel, weil dann jede ge- 
rade Potenz von x ein anderes Zeichen hat, als die benachbarten ungeraden. 
Da nun B, und A, = nB, immer dasselbe Zeichen haben, so sind die Wur- 
zeln einer Gleichung alle real, wenn die Coefficienten 

a,(a;, a,); a,4;(Q;, a,)o; a,0; a,(a;, a,)o Frage 40,4," Ayo: (Apn-ı ; Ayn-ı)o 
mit B, dasselbe Zeichen haben. Die Zahl dieser Bedingungen istn—1. Es 





B De r 
ist aber B,= (a,, a,), , also (a,, a,) = EZ r Demnach sınd Jene Coeflicienten: 
\ 0, @r—1)Jo 
d, .; B, d, Ag BD, a, A,d, b, ER NIGEE a, As d, .... A2n—3 BD, 
re , WE , TEE A 
(a) 5A) ’ (A; ° (Aus) (@, 5 @gn—2)o 


und da sie mit D, dasselbe Zeichen haben sollen, so müssen sie, durch 2, 


dividirt, einen positiven Quotienten geben. Also sind jene na — 1 Bedin- 
vn A (Ag a, (O3d, a, Oge..... (dan—-3 

ungen: ge = 5 u zu: 7— "+... u. 
sung (Qy , @,)o ’ (3,44) ’ (5A) (Qy , dgn-2)o 


Werden die Theilnenner mit ungeradem Zeiger, welche sämmtlich im Dividen- 


=-+, 





den und Divisor vorkommen, aufgehoben und (wodurch das Zeichen nicht ge- 
ändert wird) die Quotienten umgekehrt, so ergiebt sich: 


qa=Tt; ma = +; WA, = ta" aan Htr. 
nn 0 ET 7 u —- SO SI 
a nu 0 A, nB, n ’ n 


(11.) g=+r, a=+, u, =+'"a,n =+ 


obige n — 1 Bedingungsgleichungen. 
Um den Zusammenhang dieser Bedingungen mit den Coefficienten heraus- 


zustellen, gebe ich ihnen eine andere Gestalt. Benutzt man die Formel (10) der 
frühern Abhandlung, so sieht man, dass 
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Aı e As A; ..... A>.-ı ” Bb, 
A,QaQy ++ do, = A, er re Be == . As, 
ist und demnach die obigen Bedingungen auch folgende sind: 
, A, A, As Aan-2 
*) o_— . —— . —— 00000 - m 2 
(12.) B, + b) B, + 5 B, + ) BD, + 


Die Division der Determinanten A,, durch B, lässt sich schon an dem 
Coefficienten-Systeme (7), aus welchem sie zu bilden sind, ausführen. Es ist 


nur nöthig, eine horizontale Reihe, und zwar hier die unterste, durch B, zu 


A, 
theilen. Dadurch wird das Anfangsglied derselben gg Fn und das Schlussglied 


7, — 1. Im Uebrigen bleıbt das System (7) der frühern Abhandlung ungeändert. 


Gesetzt aber es entständen durch die Einsetzung von =+%& nicht 
lauter Folgen, sondern es gäbe in dieser Zeichenreihe nur n— r Folgen, also 
r Wechsel. Dies entsteht, wenn der Anfangscoefhicient einer Function, de- 
ren höchster Exponent ein gerader ist, ein anderes Zeichen hat, als einer der 
beiden benachbarten Anfangscoefficienten , welche zu einer ungeraden Potenz 
von & gehören. Wırddanz = —& gesetzt, so ändert die letztere Function 
ihr Zeichen, während die erste dasselbe beibehält; statt eines Wechsels ent- 
steht eine Folge. Da nun die erste Zeichenreiche r Wechsel hat, so hat die 
zweite r Folgen, an denselben Stellen. Und umgekehrt: die Stellen, welche in 
der ersten Reihe mit Folgen bezeichnet sind, bilden in der andern Wechsel, 
weil von je zwei auf einander folgenden Zeichen eines geändert ist. Von diesen 
n—r Wechseln für» = — & müssen dier Wechsel für x = +® abgezo- 
gen werden, um die Anzahl der realen Wurzeln, die zwischen den Gränzen 
— 2 und + & liegen, zu finden. Da die Gleichung somit n„—r—r = n—2r 
reale Wurzeln hat, so genügen ıhr auch noch 2r imaginäre. In Gleichungen 
mit realen Coefficienten kommen bekanntlich die imaginären Wurzeln paarweise 
vor; sie haben also so viele Paare imaginärer Wurzeln, als die Anfangscoefhi- 


cienten Wechsel zeigen. Fügen wir zu diesem bekannten Gesetze noch die Be- 


. . . n . . Ası . . 
merkung, dass, wie oben bewiesen, jene Coefficienten mit 7, gleiche Zei- 
0 


chen haben, so erhalten wir einen Ausdruck desselben, welcher sich unmittelbar 
auf die Coefficienten der gegebenen Gleichung bezieht : 
Eine Gleichung hat so viele Paare imaginärer Wurzeln, als zwischen den 


Determinanten: 


A A, A Arn-2 . 
(13.) B, BD’ B, . BD Zeichenwechsel Statt finden. 
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« 


Es musste hier zu der Reihe der Determinanten unter (12) noch 
do _ Ai 
B, 


schen der Ableitung und dem ersten Reste nicht unbeachtet zu lassen. Es ist 


= n aufgenommen werden, um einen möglichen Zeichenwechsel zwi- 


o 


schon früher bewiesen worden und geht auch aus der Betrachtung des Ketten- 
bruchs (4) hervor, dass die Gleichung und die Ableitung derselben, eine, zwei, 
drei u. s. w. Wurzeln gemeinsam haben, wenn die eine, zwei, drei u. s. w. letz- 
ten Determinanten aus obiger Reihe (12) Null sind. Durch diese Bestimmung, 
in Verbindung mit den Bedingungen (12) und dem Satze (13), ist der Zusammen- 
hang zwischen den Wurzeln der Gleichung und den Determinanten mit geradem 
Zeiger aus den Coefficienten der Gleichung, welcher die Bedingungen für die 
Realität, Gleichheit und Imaginarität der Wurzeln enthält, aufgeklärt. 


n# . . Ası-a 2rı . x . 
Ein Zeichenwechsel zwischen er unc B macht ,, negativ. Es liesse 
0 0 


sich somit für die Theilnenner der erwähnte Zusammenhang so darstellen: Eine 
Gleichung hat so viele Paare imaginärer Wurzeln, als Theilnenner mit geradem 
Zeiger negativ sind, und in gewissem Sinne so viele Paare gleicher Wurzeln, als 


unter denselben Theilnennern unendlich grosse vorkommen. 


S. 7. 

Ich benutze diese Gelegenheit, um noch einige Bemerkungen über Ketten- 
brüche mitzutheilen, welche entweder mit dem Vorangehenden nur in losem Zu- 
sammenhange stehen, oder deren Aufnahme doch wenigstens den Gang der Un- 
tersuchung über Gebühr in die Länge gezogen hätte. 

Wenn ich blos den Kettenbruch (4) aus dem gegebenen Quotienten hätte 
entwickeln wollen, also nicht die Bedingungen von ($. 6) herzuleiten und die Be- 
handlung der Kettenbrüche in den ersten Paragraphen beabsichtigt worden wäre, 


so hätte eine fortgesetzte Division genügt. Setzt man nämlich als Ergebniss eini- 


ger Theilungen: 


n—l 





SB, 2” . 2A ar . 

0 Ü n-1 0 V._2 Ü n—] ii 

ee —=4qX°+;,- N hi =a+7 un = =MrcH+%-2, 
.’ ' ee n—1 —1 n— 5 

BP’ A.: ge 1 = A, ® g" a—l 1 u 


0 0 
wo der Zeiger den Grad der Functionen angiebt, so ist 


n * 


y n—0a. 
SB, .xT "r 


" — + : + : + un 

a u ee — 09.07 Pi, Tr 
1 0 —] 0 +— 0 —, 

3A, .gr—a—l SA, . gn—a-l. Tjn—1 a,+ Vu-2: n—I Ita, Vn-2: Un-ı 
0 0 


Crelle’s Journal f. d M. Bd. XLII. Helft 1. N 
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(L:a,?)- Vn-2: U,-ı 
l-ra,-! . V.-2 : U„-ı 
Die Wiederholung der Schlüsse für den Quotienten U,,:F,., 


n—l n—2 


Be” 


= mx+l:a, =aa+l:a— 
u | n—1l* 'n— 


welcher dem gegebenen ähnlich ist, führt einen Schritt weiter in den Ketten- 


bruch, von welchem schon jetzt der Theilbruch en entwickelt ist, hinein 
und giebt selbst wieder Gelegenheit zu einem neuen Schritt u. s. w. 

Die Formeln der vorstehenden Paragraphen, welche dienen, den Quotienten 
zweier Reihen ın einen Kettenbruch zu verwandeln, vereinfachen sich noch für 


den Fall, wo aus einer Reihe ein Kettenbruch entwickelt werden soll. Setzt 
man m BB) Ah, =1, A=A,=A=""-=A,1=0, so dienen zur Be- 
stimmung der Theilnenner a die 2 Gleichungen 

m F . — f > „ers F — .»„...s m 

ae B, ’ (@, ’ a,) a B, (Ay ’ A,)er 2 B, (a, ’ Q,)n-ı — B.-ı 


(14.) \(a, , a,)o 
Bus — V ’ 


Ku, ‚a.n= 1; (.,aı=0 (a,, 0, =0 + (a,, a, 


und nach dieser Berechnung der Theilnenner ıst 


1 
„— =l:(a+2:(,+2:(9+""+a:a,) 


Ei, 
u B. r* 
V 


n 


oder SB," =ay,+x:(a,+2:(,+""+x:a, 
0 


Und eben so ist nach den Entwicklungen in ($. 2) auch: 


n 
dad, . Sb, . x” (apa). . a" rn (ds x" . [3(0,,05). . u” ku u A»; x° . [N(a3Q;)2, . a ER 
0 
4,44, Er (@,2 ’ A,)2a x“ ] . 


Dabei nimmt dann die Formel (10), welche über die Zusammensetzung 


der Coefficienten der Reste Aufschluss giebt, eine einfachere Gestalt an; sie geht 
über ın: 
(a, , a.) = (-D’Ela,50,_2)a.-DBi;conda+ß =r—1. 


Wollte man daraus nur die Theilnenner berechnen, so hätte man s—=0 zu setzen 


7 (a, , a.) 
und r alle Werthe von 2 bis « durchlaufen zu lassen, um dann a, = (a _ ni 
+1 9 %#n)J0 


anzuwenden. Die so berechneten «ı Theilnenner sind nicht von einander unab- 


o, daaus denn = u+1) Coeflicienten D zusammengesetzt sind ; die Bedin- 


oO’ 


hängı 
gungen, welchen sie genügen, sind die z Gleichungen der untern Reihe in (14). 

In ($.4) ist zu der bereits bekannten recurrirenden Berechnung der Theil- 
nenner a noch ein zweites Verfahren derselben Art bei Gelegenheit der Bestim- 
mung der Coefficienten der Reste hinzugefügt worden. Für den Theilnenner 


a, ergiebt sich aus (10) leicht folgender Ausdruck: 
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= [(aı ; a,_2) * B;— (a, „ %-2)20 ° 4A;] cond a+f —- r—| 
= |(a, ’ d,.-1)2a B;— (a, b) Ar—1)a A;] cond a+P am 7 
Setzt man noch im Dividenden, wa <r—1, a—1 statt a, so ist 


= [@: ’ 4,_2)20u—2 ® B;—(a, ’ a,_2)2u—2 A ] 
Zu — m a u cond &-+P = pr 
® >> [Ca $) 4,—1)2u ? b;— (a, . d,-—1)2a . A;] | : 


und dieser Werth von a, stimmt vollständig mit dem der Formel (4) in der frü- 
hern Abhandlung überein; er ist aber hier nur eine Anwendurg des besondern 
Falles der Formel (10) für s=0. Dazu ist nach den vorliegenden Untersu- 


chungen durchaus nicht jener Ausdruck zur Berechnung von a, zu empfehlen, 


a.=— 


sondern das reine Recursionsverfahren. Früher war der Divisor im Werthe von 


i B er 
a, der Quotient ur ‚ welcher mit dem jetzigen (a,,ı , @,), derselbe ist, 


weil nach den Gleichungen (3) B,= (a, , a,), ist. 

Auch noch ein zweites unabhängiges Verfahren will ich hier kurz andeu- 
ten. Ich habe früher von den Systemen (7 und 9) nur vorausgesetzt, dass sie 
nach den Producten (a,, a,,), und (a), Az.) aufgelöst seien, und daraus die 
Werthe der Theilnenner hergeleitet. Wenn aus denselben Systemen die Sum- 
men (A), @3,),, und (@, , @y,41)2„ gefunden werden , so lässt sich daraus eben so 
wohl jeder Theilnenner a finden ; denn es ist @,, = (a, , 43). — (u, Ay,_)u.-. 

und Ayırı = (Ar, Ayur)aun— (Ar; Oy-ı)au-2 - 
Auch die Gleichungen (3) sind genau genommen nur die Auflösung des Systems 
(9) für a = n— 1: des letzten, welches bei einer Gleichung ten Grades 
vorkommt. 

Die im Vorstehenden mehrmals angewandte Darstellung des Kettenbruchs 
durch 1:(9, +2: (a,+28:(a,+ "+ x:a,) ist zwar etwas weniger übersichtlich 


als die gebräuchliche, giebt aber sogleich zu erkennen, dass derselbe in die Reihe 


fl 
l 


=a,x* übergeht, wenn man Multiplications- Zeichen an die Stelle der Divisions- 
0 


Zeichen treten lässt. Dasselbe gilt von den Keitenbrüchen unter (4) nicht un- 

mittelbar, sondern erst dann, wenn wieder 1: x statt x eingeführt und die ent- 

stehenden negativen Exponenten weggeschafft sind; nämlich von der Form : 
1:[, +4, 2 +2”: + ba + ar: [b, + bc Hr Halb) - 


In+1 


Diese geht in die Reihe X 6,&“ über, wenn die Division mit der Multiplication 
v0 


vertauscht wird. 


Cöln , den 2. Januar 1851. 
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Memoire sur les fonctions arbitraires exprimees 
par des integrales doubles, et de series de 
quantites periodiques. 


(Par Mr. A. Meyer, prof. de math. a Liege.) 


L objet de ce memoire consiste & faire dependre d’une proposition unique 
la theorie des fonctions arbitraires de Fourier, rapportdes ä une seule variable. 
Je partagerai ce travail en deux parties. Dans la premiere je traiterai des fonc- 
tions arbitraires exprimees par des integrales doubles; dans la seconde j exposeraı 
le developpement des fonctions arbitraires en serie, suivant les formules de La- 


grange et de Fourier. 


Lie PARTIE. 


Des fonctions arbitraires exprimedes par des integrales doubles. 


Theoreme fondamental. 


Sı fit) est une fonction finie et continue pour toutes les valeurs de t, 
depust=a, jusquWa t=b, en supposant b>a>0, on aura: 


% 
der) =0, puk=». 
e/ a 
Demons. ona, en effet 
95 
(a) ft)e+VY-ıdt — e-dV-1Ja [fa)+ f(a+ da) erkdaVAL 2... 


+fla+ (n — 1) da) e-r"-Vdal 1]. 
Comme par hypothese aucun des facteurs /(a), f(a+da), etc. n’est infini, ou 


discontinu, on a, A cause de e-4el«-v , 


0, 
(1.) Sroermaı =0, pwuk=& 
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Cas particuliers. 


1. Sı f(t) devient discontinu entre @etd, pourt=a, alors, en sup- 


posant b>2a>a>V0, on Ecrira: 


a—da 
Sro« ky-ıdı -/ DER Pds li) erkeV. dt; 


a+da 


et comme /(f) reste fini et continu, entre a et a— da, entre a+ da et b, on 
aura 


a—da 


b 
V)erVmd=V0, )e+V-d=0 paurk=n, 


., a oe/ arda 


b 
et par suite | At)e+YHdt=0, purk=m». 


2. Si /(t) devient infini pour {= a, on pourra Ecrire la formule (@) de 
cette maniere: 


e 


Kı) e—kt V-ı di — e-kaV-ı [da xfla)] —- e—kaV -1 [da x fla + da)e-+d« —] + etc. ] . 


® a 


d’ou Fon voit que si, purda =0, ona 
(2.) daxf(a+da) =V, 
* 
on aura encore | roe- dt=0, powuk=ı». 
o/ a 
3.  Sı f(t) devenoit infini pour 2=b, comme ona 


a+nda=b, 
et suite a-+ is — Dda) = bh — la formule (a) pourra secrire: 


a sı, en remplacant da par zero, ona 
(3.) daxf(b — da) = 
* 
on aura encore: | fOde+VAad = 0, pourk= 
®. d 


4. Sı flt) devient infini pour 2=a, en supposant b>a>a>0, on 
pourra Ecrire 


®, £ 2, 
/ SU e-+V-1 di = N. roe- ae WOYan dt; 


or on a, & cause de la formule (2), 
. 


b 
IrZ e+Ad=0, puk=m, 


sı lon a: daxf(a+da) = 
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et ä cause de la formule (3), on aura aussi 


/ /® e+V-dt=V purk=& . 


pourvu que l’on ait: 
daxfa—da)=V0. 
os 
Il suit de la, que lon aura | St) e*Vmdt=0, pourvu qu'en rem- 
o da 


placant da par zero l'on ait en m&me temps: 
4) (da (a +da)=V 
(da f(a— da) = V 
5. Sılon supposea=®0, la form. (a) devient: 
1 fÜ) er VAdt= daf(0) +erdVa|daflda) + da f(2da)e-rHd- +... .. 
FT ed x (0) + (eV-1)” Tdax f(da) + daf(2da) e-+V-1 + etc] ; 


done 1° sı f(da), lorsqu'on remplace da par zero, nest pas infinı, on aura, 


pour k=®, 


(5) Se ıdt=daxf0)=0. 
A Si (da), lorsqu'on remplace da par zero, devient infini, on aura encore 
Jroew- di=V0 puk=», 
pourvu que lon ait 
(6.) daxf(da)=V, 
en remplacant da par zero . 


Probleme fondamental. 


.c etant une quantitd reelle et positive, chercher la valeur de Vintegrale 


© Ft Ä 
/ 2 eV di r pour k == 8. 


Ei 
Solut. Sı dans la formule 


Iroew- de=® , purk=%. 


on fait 
Ft) — F(0) 
t 7 


JY)= 


on aura 


0 
/J0)=1 pouri=WV, 
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ou /(da) = =, ‚ en remplacant da par zero. Donc 1°, sı la veritable valeur 


de cette expression indeterminde est zero, ou une quanlite finie, on aura, par la 
formule (5) , 


% « F)—F(0 | 
/ f)er/mdt= / m. e+iV-dt=0, k=2 
0 ® 0 


. . 0 . . * . 
2.  Sıla vraıe valeur de „ est au contraire linfinie, on aura par la for- 
0 I 


mule (6) , 
< i ge H BEN 0 
J fı) erVadt = / FW id e+VAdt=0 puk=@, 
./ 0 e/ 0 


pourvu que lon aıt dax/f(da)=0, pourda=V. 


Or ona ıcı: 
2 — F(O 
daxf(da)= da. FI — Fda) — F) 


‚or en remplacant da par zero, na F(da)— FO) =F(_) —-F(0)=V, 


donc la condition (6) est remplie, et par suite on a toujours: 








“ F$—-F( | 
(7.) J ni rn KU, e+VAadt=0 purk=@. 
® 0 


De la formule (7) on tire: 


FG Co—kt 
(8.) /  emadı = Fof, Te 


rn 


Si lon pose kt =z dans le second membre de (8), i} vient 


7 Be ER ” ._ OR n 
9 Sera 207} Ze 27) pe 
e/ 0 0 x pP; = 


Acausedek= X. 


De (9) on tire 
J 2 cos kt dt= F (0) f, mn J 9 sinkt dt = F(0) ı Mer ER. 
.,)0 .e/ 0 


Donc, en ee la deuxieme de ces egalites par Y—1, on aura, en 


ajoutant: 


SPoskı aa | 2 —Lintd= ro] f, ©“ co82 ds, y_ ln 2 | 


0 
dou: 
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lre Problöme. aetb etant des quantıtes reelles, chercher la valeur de 
Fintegrale 


’plae+t 
I . +» e-kV-ıdt, pour k=». 


1’. Soıt 5b>a>0.: 


dans cette supposition on a: 


®, +1 t 
] f( ) u Vadı a f‘ mr ) keVv- -1 11 -[ year e-kV-ıdt. 
2 i e/ 0 


eo, | 


done, pour k=&, la formule (9) donnera 
> g(c+t e-V-1dz -V-1dg 


2. Sot a>0 ,„ b>0 


on a alors: 


5, ’ i ui ©: - 
] Be+D vide —- [ ge 79) 2 ekV-1Jt =/ = 9 ektV-1 dt 
1 e/ a e/ 


-/ "we=2 ektV-1 dt 
r 
e/ 0 


done, puurk=&%, on aura, par la formule (10.), 
5 L eV-1dz v1 
a2) f ee ie ,,z BL. of, e; nn 


>. a<0 „ 5>8. 


e 


Dans ce cas on a: 


*b +1 b +1 m 
l yet9 e-kV-1dt -/, er gr var * ekvergdt 


— = // z. + +2 - -1]1 -/, & F Er a 


RR -// vier, a -/, a er 


done pour k= &, on aura, ä& cause des formules (9 et 


e- zV- nn Va 
l 2e FI uvadı = p(&) | TE: w a -—@] 
eo, —a 0 E Br 
c0S2dz sin zdz ” c0szdz 
= y(a If. anf” a 
sinzdz 
-vc-nf ] 











) V- ı dt. 
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— p(®) x -y-r2f, sinzdz 





% 
De 


(13.) = — V—ixry(e). 


4, a>ıIı ,„b-d. 


On a alors: 


°_ 
/ ver) a. di -f' vez > evAdı 


-/, VEN ara — IE Day 


-/ TERN u f yard kt y-1 dt. 
s 0 t | oe’ 0 t 


done, pour k=», etä cause des formules (9 et 10), ona: 


u ° es) ® on 
g(z+t) _, coszdz sinzdz c0S2dz 
/ ; B eVAadı= sa] l. 2 + N . [, De“ 


(14.) —= Y-1xry(e). 





2me Probleme. Chercher la valeur de Fıntegrale 


RZ gart)e"V"d 


Solut. En differentiant e#V-1 par rapport ak, ona 


d(e*v) = — Y—lie"V"dk, 
don: 
—kty 
e” ie: 
unser A SE kt Y- 1, 
4 yv-ıfı 
Pour k=0, le premier membre se reduit ä 4 on a donc 


e-ky-1 1 *k | *k 
BB ———— a! e"vdk=—-V-—-1J e"“V"du. 
t ./ 0 e/ 0 
Sı on multiplie les deux membres par (© +1)dt, et qu’on integre entre 
les limites @ et 5, ona: 


#, °, | °, 7 
/ er d ervyÄidı -// Fr yarddı_ . nu / p(x-+ 1) auf eHv-!du 


er n 4 


*% * 
=—V-—]1 | uf glarNM)ewV-ıdt. 
0 


[2 eo a 


Pour k=% , ıl vient: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIM. Heft 1, N) 
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(16.) | f! sea kV-ıdt— / 2eerägit: i 


= — V— ıf. du f: pla+t)ewV- dt. 
Or sı a et 5 sont positif, on aura par (11), 
b 
/ as. D g-kt) -ıdt=0 , pour k=%; 
etsı a0 ,„ 520, onaura par la formule (13): 
f m‘, ZuR 1.]t =  Y-1xry(a 3F 


on a donc, ä la place de (16), les deux formules 


®b 
(17.) Su % glatNemtrAd = -v1f vet2g et 


s 1 


ö / platt 
(15.) f; du /. glatte -ıdt= ryla) —yY -1/ ve dt. 
; 0 eo) —a 


' Probleme. _Chercher la vealeur des integrales 


f du f: p(f)eue-nV-ı dt , f; du f pt) euerV -ı di. 


On suppose P>a>V. 


Solut. W. Si, apres avoir fait dans (18) i=1— x, on supprime 


laccent de /, on trouve: 


+r b+r 
(19) ryla)+V — ıf en |: du / pll)eremV-ıdt , ou lona: 


r—a _ Zum (1 


b+2>x>x—a. Posons in ‚, Q=x2—a , ona: 
(A. ryla) + V— JRT- -/, du | pll)eue-HV-ıdt „ B>a>anU. 


2°, Si, apres avoir fait dans (17) {= t‘— x, on supprime laccent de t, 


on trouve: 


b+r r 
(20.) —] VL 2 ee |. du f p(t)ewedV/-ıdt ; a<atra<bt“, 


dA+I 











>. 
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et sı nous posons dat =a, b+x= Pf, on pourra Ecrire 


a) v4 / "r@di_ J du J lach dt,<a<ß. 
e/ 0 ee) a 


/)ua I-t 


Comme on a evidemment — a <a P, on peut changer dans (21), x en 


— x, ce qui donne: 


5 %n [ a 
— V— | = [au] pl(t)eweroV-udt , —- <a<ß. 
0. A e/ 09 eo) 0% 


De celle-cı on tıre: 


1 1[ 9 md auf: p(t)cosu(e+t)dt 


—V— ıf, jufi pl) sin u(c-+Ht) dt, 


ou. 


0 = J. duf; p(t) cos u(a+t)dt , 


| ghdt -[ auf. p(t) sın u(ac+t)dt ; 
e/ a tt Jo eo) 0 


donc, en multipliant la seconde par Y—1, on a, en ajoutant: 


(B.) vl“ = [au |, plt)wam)-ı dt, -azamhb, 


la condition — x < a ? etant toujours remplie quand x, «, ? sont positifs. 
Il sensuit que les formules (A et B) subsistent simultanement, si x, a, ? sont 


positifs et que lnaß>a>u. 
Cas particuliers des formules (A et B). 


1. Les formules (A et B) subsisteront encore pura=V ee =», 
car dans ce cas les conditions precedentes sont remplies. 


eh dona=0. Dans ce casla en 


5 2. . h 
I Eu 0125 22 / ve = — )-1 au du Narnewde 
0 e/ 09 =® 


d’ot, A cause de (9), 


es) BEN m; 
p(x) Ed | 7 end — ‚ıl, duf 5 (ct) ewradt, 


e 0 u 2 0 


2. Soıtz=uo= 





ou, 


’ *; 
NXz3pla)+V—1ig | . I, ni .r. di = J, . ve + De-wt1dt. 
e/ V nu «/ 0 
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Pouri=!'—x, ona: 


%. sh, Pan °. 0 brxr 
IT x !p(a)+] -1] pl) ] coszds | us Pr / du / p(Der@-wV-ıdt. 
./ 0 3 e/ e/ 0 ex 


got - 


Mais comme on a par hypothese == a, si de plus on fat ?=Öd5+a, il vient: 


(22.) IT x3p(a)+y—1 | p of, = +/ : AG) er 


a—t- 
en Ri d | r (Ü) pula-yV—1 dt 4 
“ 0 ® [44 


3. Soıto= = zx-+b, doned=0. Dans ce cas la formule (16) 


4 


devient: 


ei | ii) P - “ 
/ 4 etz 1 dt — ] | = — 1 d «| p(x + Le-uV-1 dt, 
o/ a e/ a ne e./ 0 e ” 


ou: 
%. %n 

—(g 0) ME 1dz el "(8 u — — int ıf duf p (+ t)e-wV-1 dt 

. 0 0 ® a 
ou, 
IIX5y(lX)-+ | -1] sa en. -| year) dt | =| d «f plac-+ t)e-wV-ıdt, 

i - «/ 0 I e/ 0 t «/ 9 e/ 0 

Pour /=!'’— x, cette derniere formule devient: 


IIxX 5 p (x +] —1| p (x) | #5 ba q Din [, auf, pli)eue-oV —1 di h 
./ 0 5 e/ 7 


CGomme on a, par hypothese, x = /, sı on fait de plus a + = y, il vient: 


3.) nxiy(d+V—1lg: af, = a BEL En 


ai ö | 
-/: du / p(t)ew-dV- dt. 
o 3 


4. Supposons que la fonction (x) soit discontinue au point = c. Dans 


ce cas lequation (1) donne 


/ly (e— (de) +] f' gddt =/, auf (ti) exe dt. e-ude V- u; 


c—dc—t 





npe+dyry-ıf vd | du | yoerydt own 
N & c+de—t e 0 ® a 


donc, en remplacant de par zero, on aura en ajoutant: 
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(23 bis) Beeren, y_ 1 / .— “a / du J 9 (t)ew-oV-ıdt 
e/ 0 Br ./ 0 e/ 0% 


Dans ce cas !(p(c—0)-+g(c+0)), est la moyenne arithmetique des deux valeurs de 


la fonction p(«), correspondantes & labscisse x = c. 


4, Probleme, Chercher la valeur des ıntegrales 


RZ N swer- V-ıdt SS: pl)ea-V-Adt. 


Solut. Sı dans la formule (19) on fit a =b=@&, ona: 


(24) Hyla) + y— ı 4 -/[ü |: sli)e®- YVAd,@>aı>-8. 


on r—t 


La formule (24) se partage en deux: 


(25.) IIy(a I=/, auf; p(t)cosu(@—Ndt, 


: 


V 
V 
5 


(26.) > ol auf: p(l)sinu(@@—t)dt .. 


Comme on a: 


. = ® +0 
| cosu(lc—!)du = 2 cosulc—t)du , / sinu(c—!)du=V, 
e/ —2 e/ 0  ı 


les Equations (25) et (26) deviennent: 


(27.) 2ug@)=| : (ddr. 2 | cos‘ e)au= | goaıf e cosw(a-Ndu 
-/ uf; p(l)cosule—Udt ; 


(28.) =; p(i)dt I /, sinue)du— | sinu(® — 1) du | 


-/ sad f, sinu@—Naurf sınu(c — t)du | 
e/ —» e/ 0 ee) —» 


| voaıl sin u(@@—t) du =/ uf Ip) sinulz—t)dt. 


Si on multiplie celle-cı ug V—1, et quon l’ajoute ä (27), on trouve 


(29.) 2/1p(«) -/ uf p(t)euc- NAdt , ®>aı>—». 
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5° Probleme. Chercher les valeurs des integrales 


n %n %n 0 
| auf pl(t)cosuxcosutdt , ] auf plt)sinuxsmutdt. B>a>0. 
0 . a e/ 0 «e/ % 


Solut. Les formules (A et B) donnent: 


oa) —1 ıf = I Ir oeosuta-ndt+) -f auf osinua-ndı, 


De 


—] ‚fe F ne = du Pr (!)cosulc+t)dt+YV “fa ufgtosinuerd 


BP>x>a>Vd. 


La comparaison des termes reels conduit aux egalites: 


ro(z) = 


/. Auf p(t)cosuxcosutdt +[, auf: g(Üsinuxsinutdt, 


= \ auf 5 p(t)cosuxcosutdt -/[, aufs p(Üsinuxsinutdt ; 


Bu 


et on tıre de celle-cı par addition et soustrachon: 


ID 





(30). 





‚ on °, 
role) = | auf.‘ p(f)cosuxcosutdt „ P>a>a>V, 
VÖ 


eyp(r) = Jauf‘ pM)sinuxsnutdt „ P>x>a>d. 


Cas particuliers. 


Comme les formules (A et B) subsistent pour «=0, =», ıl 


en sera de meme des formules (30). 


La premiere des formules (30) subsiste encore pour «=0; ilnen est 


pas de meme pour la seconde. 
La premiere subsistera pour des valeurs negatives de x sılon a accı- 


dentellement (—x) = p(x), et la seconde sı lon ag(— 2) =—- P(z). 
Pour z=a, etx==, lon voit par les formules (22 et 23) quil 
suffira de changer dans (30) p() respectivement en zp(«a) etz p(P). 

La formule (23 bis) montre aussi que les formules (30) subsistent encore 
pour le cas olı p(x) seroit discontinu au point &=c, pourvu que pour ce 
point on remplace p(x) par la moyenne arithmetique z(p(c-0) +g(c+0)). 











9. Meyer, sur les font. arb. expr. par des int. doubles ete. 7 


6° Probleme. Chercher les caleurs des ıntegrales 


°n %n 2 °.n 
Sf, p(t)cosuxcosutdt Sf, p(t)sinuxsınuidt 
Sf; (2) cos&ucosut dt Sf p(t)sinausinutdt 
g 


Solut. Sı dans les formules (30) on fata=0 „ f=&, ona: 


en a. 
ınp(a) = / auf, p(l)eosuxcosutdt „ @>x>0 
o ® 


(31.) ®. on 
up (a) -/ du] p(!)sinuxsnutdt „ ®>x>V0. 
0 0)» 


De plus, ä cause de 


rn 2 
J cosuxcosutdu = 2/ cosuxcosultdu , 
® 


0 


—ı»D 


Bin en 
/ inuasinurdu=2 | sınuxsnuldu , 
+ 


——&D ® —. 


les formules precedentes donneront: 


Ira) = | cosaudu | p(t)cosutdt , x >20, 


nn e/ od 


R.. en 
Ins (2) = / inzudu | plt)smutdt , x2VÖ. 
® 0 


—.dD e 


(32.) 


Ce sont la les formules de Fourier. 


7° Probleme. Trouver la valeur des integrales 


® on 2 %n 3; 
1] du 1] p(f)sınuxcosutdt et 1] du | p(t)cosuxsinutdt. 
./ 0 oe) 0 eo) u 


© 


Solut. En comparant les termes affectes du facteur Y—1, les formules 
(ec) du cinquieme probleme donnent: 


03 
[EZ A (d)dt iR dus f! y (M)sinuxcosutdt [\ du / p(t) cosuxsınutdt, 
r “z 
f' m -/, auf p(tf)sinuxcosuidt +/, au | p(P)cosuxsınutdt; 
e/ a LT . a 


d’ot Ion tire par addition et soustraction: 


[ 
f zp dt _ hau f! p(t)sinuwcosutdt a P > >a>U, 
83.) 1 er ° 


2 


-[} en Dr £ du | p(l)cosuxsinutdt , P>x>azd. 
o a x? nd [74 
0 


La premiere subsiste encore pour © = 
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Application. 


Pour montrer [usage des formules (A et B) combindes, dont la seconde, com- 


me je crois, se presente pour la premi£re fois, dans ce memoire, je feraip(x)=e"“", 


a=b,a=0,P=%2. On aura d’abord par la transcendante connue 
(34.) Jr = lı(m) ; 
'pourm=e“, etz= e*”"”, les valeurs dz = —e"® adt, l2=alb-t). 


m 


De = les limites z = nr ‚ repondront aux limites ? = "et par consequent 


ie 


on aura par (34): 
u ” 
(35.) | > u — ad ! (e”°) 


€ 
ob—t 
2 Pourm=e”, z=e"", ona: 
ur 
« dt _ ab r —ıb 
(36.) e at — ep 26 li(e u 3 
Er 0 b + t 


Cela pose, les formules (A et B) donnent: 


(37) z.e”+V— ıf na - -/ du ee 
0 ae } 0 o/ 09 


Jo b+rt 0 0 


ou, ä cause des formules (35 et 36): 


. . 
re’ + y—le"li(e”) = / auf ii ie u 1, 
e/ 0 e/ 0 
be) 


-/ rau EEE 
Jo 0 


-/ er an "a-ar Howard 
0 G + uV —1 0 a? + u? 





Ä ” gebuy-i du / au verWy-idu 
39. (ru -1/ 1 
(39.) 1 A u A 
> * acosbu 1 u N B ucosbu 
m.) Se pn du af, bt 
"usindu Fr 
v a + u 


— | —— 1 ll er 


Ks - ey” di 
Q 
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ST ervau_ |" (atuy—NerV-du 
I ww”, a?’ + u? 





’2 bu Y—l ” hu] -Idu 
41. -// ae } du, | 1 f ue 
( ) o a’+tu? / Jo a’+u” 


en %n ‘ 

a cos bu asindbudu ucosbu du usinbu du 
(42.) =), a+u dury-ıf,° a+ur V-1f, a+u? I au 
Les formules (40) et (42), par la comparaison des termes rdels et ima- 


ginaires, se decomposent chacune en deux dquations, et donnent: 


*n %n 
r "acosbudu "usindbu du ab JS (geb) — asinbu 
= 2 -— Et 9 e ı(e ) 2 du 
o Hu ',)/, «tu Jo @+u 
e 


"ucosbu du 
./ 0 a@+u 


”. e “ 
o=|, acosbu iu ( mann du e3]i(e) “ -[ asinbu du -[/ u cos budu 
Jo au Jo daru ' Jo ar Jo ar 


On en tire, par addition et soustraction, les formules connues: 


*%n %n 
"a cosbudu — imma "usindbu du En 
ken ZUR „Tre j ge — art R 
(} 0 a” +u ® 0 a’ +u’ 





"asinbu d 
/ hen u mn +1 el: (e”) a e]ı (e)] 
e 0 


a+tu 
- ucos bu bu du 1 ab 1. „ab „ab 7 —ab\ 1 
.’ı0  Aa+u? =—sle like re lie )] 


SECONDE PARTIE, 


Developpement d’une fonction arbitraıre suwant les cosinus et les sinus des 
multiples de la variable. 


La marche de nos deductions etant Ja m&me que celle que M'. Lejeune- 


Dirichlet a suivi, je tacherai de resumer en peu de mots cette importante doctrine. 


17 Problöme. Trowver la valeur de 
Fit sin kt 
f. © —- dt, 
e/ 0 t 
pour k er 


Solut. La formule (9) de la premiere partie donne 


J mei, Sn fe =F(0) - n -yV-1 Fof, sinzdz 
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En comparant les termes affectes de Y—1, on trouve: 


sinkt 


(43.) Ro lt=!rFw), 


purk=#. 
2m, Probleme. Trowver la valeur de Tintegrale 


IR nd 


pourk=#, etpourles deuxcase-n, c=r. 
Solut. 1°. Sote<r. 
Si dans la formule (43), dans laquelle Ft) est finn dr=Vä 1! 


on poOSE 


2 


(4) F)=34/0. 

. t er \ \ E 
le facteur - restera fini de 2=0, at=c, acause de ce< m: donc sı f(t) 
reste {ini dans le m@me intervalle, on aura ä la place de (43) la formule suivante: 


‚sinkt 
(45.) R len dt=:3r FW). 


sın? 


Mais on a, en vertu de (44), 
da 


F(da) = — (da) = 7, /\da) = (da) ; 
done aussı 
FO) = /(W); 
parsuite (45) devient: 


BO sin kt ) 
ing de =1r/0), 





(46) 
u ; 


2 Sotce=r. ona: 


sin At sinkt sinkt 
Fr sin? /Wdı= : iu sın? U )dt+ I sin? FU )dt. 


- 


pour / 





Fesons dans la derniere integrale {=rmr—t’, on aura: 


"sinkt sinkt , "sin kt! Jr 
j | Ar -| ne warıf u [ar—t!) dt; 


0 sın? 0 


done pour k=&, etä cause de (46), il vient: 


(47.) F  yadi= m f)+ m/f). 
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id 


zme Pr oblöme. Trouver, sous forme dintegrales döfinies, les caleurs de 


na sin2ö+ sın?2x sın??! + «..- 


e/ UV 


Solut. On a: 


+sınnx sınntldt. 


cosnxcosnt = !cosn(c+1)+! cosn(x—1), 
sin n& sinnt = 3cosn(c+t)+3cosn (x—1t), 
donc en fesant 1a n=1, 2, -...- n, on trouve, en ajoutant: 


1008 #+ cos cost + cos2xcos2! + ----- + cosnxcosni = 


1 +I[cos(cH+2)+cos2(cH1) + 


are +cosn(c+t)] 
+3 [cos(x —1)+ cos2 (2 —L)-+ .-..- +cosn(x—1)]; 
sınz sn2+ sın?x sın?? --.-- + sinnxsınni 
— ![cos(e&—-D)+ c0s2(X-1)+ --.-- + cosn(x — t)] 


— ![cos(x-+1)+cos2(c+1) + 


nn + cosn(c+%2)]. 
En appliquant la formule 





cosu + cos2uU-+..... + cosnu= MAN m. ua): U 
2sinzu 
et en TIEREN par /(Ddt, on trouve, en integrant entre 0 et m: 
sin(2r +1); (tt) 
mn v2 dt[%3++c0s&® cost-+ +.» + cosn wcosnt] = VIOL, ee 
sin2ra +1) !(z —i) 
t) di 
+) K “ 4sinz(z — ti) | 
(49.) Sie dt[sinzsint+sin2xsin2/-+.....+sinnzsinni] -[} 10) di en x-t) 
sın z(.7- -t) 


al sin (2n*1)}(z+t) 
IR f® ER Asin ct) 


4me, Probleme. 


Chercher la somme des suites 


2 (” 4 ® 4 “r 
| / fi) dt + cos x /(t)dtcost-++- cos 22 | /(Vecos2tdt + etc., 
Jo % e/ 0 ” e/ 0 


4. PER 4. 5 
Sins | I sin ede+ Zsinze| /(t)sın2idi-+ ete. 


Solut. Posons 2a+1l=k, 3(—x)= u. Auxlimitesi=| > 


10* 
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Kr—8) 


repondront les limites u = er .„ etsion fat}(£+x) = u, les limites de u 


seront 3%, 3(m-+x) MORIENEN FEN aux limites O0 et det. Ona donc: 


"yatsinm +1)! (dt— t—=2) I, ‚sinkudu Qu) 





2siny(t— 2) sin u 
kudu (78) sinkudu 
2u+% m. s een 
If +x%) +j f2urz -— 
um! u=—! 
u “ir RBNIE (7-2) sin ktdt 
(30.) = Se-H + Ra 21) —- 2 


On trouvera de m@me: 


= fi) dtsin (Zn + 1)! (tz) + sinkudu 
| 2sint Id+a) -/[, sinu nie 


er; sin k ni ER Ir+R) sin ku du 


PERS 0 f2u—x) sinu j% u—a) sinu 


ie sinkidt "ar+R) sin ktdt 


(51.) Wie zen x)” sin u; Nä-n sin? 


En substituant ces valeurs dans (48 e149), on aura, pour z infini, et parsuite pour 











kam ob: 
m dr 8 sinktdt 
\ roa+2e0sx | Kocosidt+2eos2e |, K)cos2tdt-Hete. = Na—2i Eis 
SE ee Fat 
2 sın® IK di isn rs sın?/+eic. = aa wer 
. 
+ Koi 2) u / a Pr - ie Nor+2) en 


Il ne sagit plus que de trouver We PERF des divers termes du second membre de 
ces dquations, olı k est infini. A cet effet, en fesant usage de la formule (46), 
on trouve aisernent f(x) pour ces valeurs, en supposant toutesfois f(x) continu 


entre Det, t T>x>0. Ona donc 
B ds. % 
Kx) == “ Iiw dt-++cos®. = J f(t)dteost#etc.e , r>x>V, 
nJ; Jo 
I(«) = sın x Kt) dtsınt + sın 2x N fi) dtsin2t+ete. nr >x>V0. 
77 0 0 


Quoique les developpements qu’ exigent les dernieres formules, avec tous 
les details qui s’yrapportent, soient bien connus, nous ne pouvions nous dispenser de 
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les reproduire icı, afın de faire voir comment toute cette doctrine se rattache au 
principe unique 


J Kerwdt=0 , k=o, 


et peut en ätre tirde avec facilite. 








Les quelques lignes qui precedent suffisent pour faire voir comment, en 
suivant la marche des calculs de M!. Lejeune Dirichlet, on peut trouver dune 
manicre tres facile les formules de Lagrange et de Fourier. Mais il convient 


de rattacher cette methode ä des recherches plus generales, savoir ä la somma- 
tion de la serie 


%4- 


4er da 1 %+- De. ; ’“ 
dir, il) yıara, f ge dt + etc,, 


>. 


qui contient, comme cas tres particuliers, les series de Lagrange et de Fourier. 


A cet effet nous poserons d’abord les deux Lemmes qui sulvent. 


IR. Lemme. Soit c un nombre osılı, ın erieur a IT et k = & R Tz dis 
P; ’ J 
(ue Von aura: 


sint 


Ir arcoskt _ =. 


Car de la formule fondamentale 


Srouersa=0 ‚ purk= 


on tire 


Jroqcoske = 0 ‚ puk=.». 


Cela pose, soit 


PR. 
ft) sera fini et continu entre 0 etc sı la fonction Y(Z) jouit de la m@me pro- 


priete, et que [on a de plus 2< x; donc, en supposant c< x, on aura &vi- 
demment 
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2m Lemme. n etant un nombre entier et positif, je dis que lon a: 











(2) eV" etc He "VI = ; rar Be +!V- le en 
car on a: 
NA Fee IV — 1 +-c0s(2-1)-+c0s2(&-1)-+"+cos n(x-1) 
+YV—11sin (&—1)+ sin? (x —1)+ "+ sinn(c—t)] 
_ Sin (2r+-1)3 en. _ 7 Sinnz(@— 2) sinn+lM);(@— 
2sinie—d) +y—1 = sin!(2— t) 


cos(2n+1)3(x-t) 


— +5)V- -1[ cot: ,(a-t sad) t) 


_ sin(2r+-1)} en 
2sinz( — 


Pour arrıyer maintenant & la sommation dont il sagit, nous resoudrons les 
quatre problömes suivants, qui renferment toute la theorie des series periodiques 


de la nature de celles dont ıl s agit icı. 


I. Probleme. Chercher les sommes des suites 
D 5 ._ 
f I | ey fd)dt + YA l)dt-Hete. , 
e/ 0 ., 0 ., 0 


> | SOdt+ / ey KMdt+ | EDV) dE + ete. 
e/ 0 e/ 0 ./ 0 


Solut. Multiplions les deux membres de (2°) par,f(t) dt, puis integrons 


entre les limites 0 et ı, ıl vient: 
ZE)Y-1 4 N Miaereii n(2—!) 1 sin(2r+-1); > t) 
| noar IR FENTFCHdI+ +[ u 3); f, u fdı 
vl f, nina |, bo er ad ww ne. dı| 


sinia— 
_ ıf sin@n+n: ie= x) 
Ki f,  sinid — un 


3) +y-ıl l. eh Nero dt— iR co!) Wat |. 


sin!(t — 


Soit 2n +1 = k, 3(t-x) = u; ıl est clair qu’aux Iimites O et x de £ repon- 


dront les limites —}x, i(m—x) de u, et la formule precedente devient: 











9. Meyer, sur les fonct. arb. expr. par des int. doubles ete. 79 


(4) feroa+f, eV dt +, MEY SCH di 





Ur) sin | .ye N ns) 
f : Sina [Qu+a)du+) Alf = N2ura)du-f corlu)dufzut.) | 


1 
2 


Sı l’on suppose r infini, et parsuite k= &, le premier membre de la 
formule precedente sera une serie d’une infinite de termes, qui aura pour somme 
la valeur du second membre correspondantäk =». Pour determiner cette 


valeur, ecerivons d’abord: 


f, Ka], BEE Yoyars Je yUlt) dt-e Zu Fe SQu+ra)du 


Ur—r ku . ” 
| _ /(2u+x)du+] -/, en auf 2u+x RT b- -fRurz)du 


0 sinw sin u 


s!r 
sin kt 


(7-1) ) 
f a)du | = — -/,' = @—2t) dt 


"sinkt Dooskt E ooakt 
N sint S21+x)dt+y 1 nf +r yaf) singt Ka—zf)dt 


.(r—r) 
[ cot()f(@t+2) dt | 


Sotr>x>0, on aura ausı L x —<r, !(m—x) <a; donc, A cause 


dek=®, et en ayant egard a la formule (1’): 


fl war+f,. Aue) yoarf e ri f(e)dt+e ter. 1 (x-0) +/(c+0)) 


j 78) 
vll. co (N f@r+2) dr | 


Sı la fonction f(x) est continue pour toutes les valeurs de & comprises 
dans lintervalle de O ar, on aura/ (c+0)=/(x—0) = f(x), et par suite 
la formule precedente devient: 


(I.) f, warf, her Yoarıf, ETNACHdt+ete = f(x) 


°5 (z—x) 
1] | cot(t)drf(2t+2) | 


En operant d'une maniere toute semblable, on trouve: 
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(I) : ] at + f g-ay-ı ft)dt+ / ray-ı fit) dt + etc. 
P} 0 5 0 ./ 0 
(+2) 
=y-1| f eioarret-2)]. 


1 
Ces formules subsistent pour les valeurs de & qui satisfont ä la condition 
EP, v, 
Si @=0, leurs premiers membres seront egaux; donc en ajoutant et 


en divisant par 2, on obtient: 
3 | ft dt+ ev f(t) dt +/ er) ıfddt-+ etc. 
0 mi Jo 
= (0) +1] cot (£) dtf(2t). 
f} 0 


Sıix=1n, leurs premiers membres seront encore egaux; donc en aJou- 


tant et en divisant par 2, ıl vient: 


2 | je) dt — | RL Od + 1] en (dt — etc. = ir f(m) 
+] 1) N or@arrer— | eoredtlfar—r) +f(r—20)] 





Corollaıre I. Sı nous developpons les premiers membres des formules 


(LetIl.), ona: 
(1): l f)dt+ fecost-x)fi Dat / cos:-2) (Wdt+etc+V-1] J sin (x) fidı 
e/ 0 «e/ 0 „/ 9 ./0 


r ; - (a@-2) 
+ | nz rare. ers] feoarerre]; 


Be.) / /e) dti+ J cos (Ha) /fO)dt-+ eos? (i+a)fXt)dt-rete. 
e/ 0 e ® 0 e/ 0 
| er 'r - r—t) 5 
+) 1] füneraynoaes | sn2 (Ha) Odt-+rete. | == v-ı| JeW@arzı-e) | 


1 
ar 


Ces formules se decomposent chacune en deux autres, et donnent: 
l. zfoa)=i | Faydı + -/ Costa /fiädt+ | 0s2 (1-2) SKt)di + ete., 
2. | END, dif2!+2) = / sin (x) ft)dt+ J si 2(t—a)f(t)dt+ete., 
3.0 . 1 | 20 dt + / ‚cos tra)f(t) dt+ [02042 SU)dt-+ete., 
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(4.) Jeßareı-2 ENG EIICHZ +/ sin 2(t+a)/(t)dt-+etc. 


Remarquons en passant que les formules (2 et4) sont donnees ici pour la 
premiere fois. 


Corollaire 2. Les Equations (1 et 3) peuvent secrire: 
z/(x) = ING dt + [ee cost /(t) dt + | 0522002150 dt +.etc. 
[in csintf(t) dt + [in2esin 2tf(t\dt +ete., 
= N Foar+ | Soszeo tf(t) dt A| 05220021 /(Qur+ etc. 
| snzsinesnat + Sin2zsin2e/Qde+ ee. | | 


De ces equations on tire par addition et soustraction: 


A Four], coszeostf(dde+2f < cos2xcos2tf(!)dt-F etc. , 
af(x) = fi sinxsin2f(f)dt + af n2sin2erdar+ ee 


formules qui subsistent pour mr>x>0; mais la premiere a encore lieu pour 
ce=(0, cn. 


Les Equations (2 et 4) donnent de m@me: 


az—T) Tr %r 
N etorar+ aa =/ Sinteosz | sin2f cos2xf(f)dt + etc.: 
. yE 0 0 
| Sn zeossoa: + sin? cos2tf(t)dt+ etc. | 
e/ 0 0 
" 


Ssore:-» dt -/ sinteosz/()de + sin2£cos2xf(!)dt-+ etc. 
e/ 0 0 


| iinzeost/ der] sin cos2tf() dt + etc. 
0 0 


On en tire par addition et soustraction: 


J: dA zdı + f ofar+ndı=2f, este fläie 


+2 |; sın22£cos2x/f(t) dt -+ etc. 
0 
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Jore: —)dt -f« cl fAt + Rd = 2 | Sinzeost sat 
af 2xcos?2tf(t)dt-+etec. 
Probleme 2. e etant un nombre positif: troucer les sommes des series 
f f)dt +[, ey f(Odt +: ERIYAFlHde+ etc. 
f, SoO)dt +f: Ey FlHdt Ar EACH) de + etc. 


Solution. Dans les formules (I et II) on a suppose r >x >0;; donc, sı 


tr 





l’on fat e=—-, la condition precedente se changera en celle-a: ce 2x‘ 
NT st PN . 
Remplacons done x et £, respectivent par 7 , 7, et eerivons, a la place de 


SC) IE) ‚ ‚simplement f(x), /(t), les formules (I et II) se changeront 


en les suivantes:; 


u) oh] fier-elur]= zefieoa#-tf70” 


1 = (d-g)y-1 
+ faydt+ete. 


2 +7T) 
=(44+2)) 


f2t — x) cor (Z Yaelsafsoare], ; e Fersdt 


AV.) : fl 


W- — +2] —1 
+ /®  fuydt + etc. 
0 


on | 


Ces formules subsistent pour e >x (0, 


Pour 2=0, les premiers membres seront egaux, et lon obtient en 


ajoutant: 


ac y- 


170) + vl Seo) ar]=3f, JUOdt+, fe - fSOdt 
+ eye dt+ etc. 
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Pour = c, les premiers membres seront encore @egaux, et l’on trouve, 
en ajoutant: 


Ile) +5 v-ı| l, n (") ru) ö“ / en Cie dt i fAt-e)+/c—2)} | 
= / soaı-! fe" dt +. le Hilde etc. 


Corollaire 1. En developpant les formules (III et IV), chacune se par- 
tagera en deux autres, et l’on aura: 


5.) /(a) = u OLE fo" 9 yyaı .- fe nn A t)dt-tete 


2  (c=2) n C 
wo PR + x) cot () di in ai 2) yı) dt fin?” : ° Koydı- retc. 


ee 


(.,)0= Ey + fs /)dt+ |» ee di-Fete. 


8) era)“ di =/, sin I. lt +[, sin ED ydt+eic. 


2e 


Corollaıre 2. En combinant les formules precedentes par addition et 
soustraction, on en tire: 


/(«) = I roar+? So wcostf(t)di +, 2 | 05200082171 + eu. : 


@)= , | sinacosiflt)dt +, f sin2xcos2if(t) dt + etc. , 
e/ 0 e/ 0 


7 (c—2) 


Sre-not? Yarrf jerrnm()a=ef sin cosaf(t)dı 


fine. eic., 


a(eH ) > (ca) 


fe f(2t+2)cor(T )dt= 2 sinacosu ri 


2% 


Sn2e0s21 70) dt + eic. 
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Probleme 3. Trowuver les sommes des ua infinies: 


Foar+ Las, UA)dt+ DIA f(W)dt+ ete. 


N äonefa era] ywarsf EUCH dE-+ete. 


Solution. On a, par le second lemme: 


aa ER sin(?2n+1); = 4 cos(2r+1)y(t-x) 
TTV TTV ie 2sin!(dt— +:V- | ot; (d-x)- sin!(£— x) 


En multipliant par f(f) dt, et een Kae entre les limites—r, +, ona: 


3 ’. fo dr Pu 1 f(t) der] eafen 104. ern 
— | ""sin@n+l)t-2) Lu BE - 2) 
-/ Bein !aa) ANde+] | /. „oh (tr) RN)dt- I un Fa 


En Be n infini, le premier membre se composera 2 infinite 
de termes qui auront pour somme la valeur que prendra le second membre 
dans Uhypothese de 2n +1, %k, infini. Pour determiner cette valeur, Ecrivons 


dabord: 


1 
I Foaf ryoaf ernnarreef 


"sin r+1)! n+1)!(t— 
+ RB ne naıy-ıl fi cotz (tx) Ne [ ie  a)dt 


"eos (2n +1) }(t-2) 
sinz(t— 2) fi) ydı | 


e/ 0 


2n+1 ae 
= f "sin(2r+1)3(t+2) _ Ndt+ ıf, en (t— Ps l+!y | feiner 


sin!(t-+x) 


"eos@n-Dil+2), “cos(2r +1); = 
+, siny (+2) u uf, sin z(t— —/@ di]. 


Fesons ii 2a +1=%k, pus 5(—a)=u, etausi 3 (I +a)=u, 
alors le second membre de la formule preeedente deviendra: 


a.(m+T) a(r—R) Kr—t) 
BR -[ _ f(®— 2u)du sin ku „Zu+z) url f co flZuta)du 
gr u I ( (z—x) 


sin“ x sinu 


91 .(7—) » (+7) 
3 "sin ku 
m f sinku, ef sin ku ER sin) Quta)dut Rn 


e) (zT) sl(r—T) 
+ J. u, 9 —2u)du—], ae (Zu -+ x) du|- 





0 u, 
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sz(7—7) +kr—r) er 
+S° m fur f_ WS Zur |, 5 nn „J@ — 2u)du 








sin 
er | N m 
coskur—_2uNdu—f COsKu urenachee 
+ ‚TUR „@ Zu)du fi „zura)du— (28 „/@urz)du | 
Ir #(7+T) 
— I u fa—2W)dur]| ® sink u Hape 2 dur Anka — 2u) du 
0 
ir ir) “ir 1 
sin u COSsku FE 
u A: fRuta)dury PR sing / (a Zu) du 
Py zn k er 
cosku cosku fi COS ku 
ae —.2 — 
+/, na/ @ dur fe — u) du , sin Zu + x) du| 
Kr+2) (7-2) + 47-2) 
BITTE -2)dt+[ | _ rerrs)ary-i] f, cot (AI +a)dt 
o Sint sin? 1(x+2) 
sa (r-+HR) ar) 
“f a e2)a— | raı+a)dı |. 
0 


Si x est compris entre met —, . valeur absolue de x sera plus petite 
que m; on a done aus ze <r, ar ta)<rn, 3 an —a)<rn. Donch 
cause dk=», eten ayant egard ä la formule (1°) du premier lemme, la va- 


leur precedente devient: 


(7-7) 


_ „[fe-9r/e0],,_; [ J: cor(WfRt+a)dt]. 


tr) 


Si f(x) reste continue entre les limites de lintegration, on a f(x — 0) 
= f(z+0)= f(x), et par suite lequation precedente devient: 


+ 1(7—r) +7 +7 
(V.) f)+V—1| f core fl2r+a)dt |= ıf Ad)dt+ f Br JoOdıt 
+ f: ty UfG) di+etec. 


On trouvera par des calculs semblables: 


(VI) nf—a)+V— | f @re-na] == ıf yo dt 


+ f* FOYA DA + ’E eHady fd) dt-+ etc. 
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Corollaire. Des formules (V et VI) on tire aisement les suivantes: 


(9) xrla) = Koasf[ cos (ta) Fl) de + 620-2) rWdr+ete. 


L 
5) 
® 


(10.) fe er ‚f(22+a)dt = j; si (—a) f({) dt + / sin2(t—a)/(ddi-+ete., 


— (mr) 


(11) zr—a)=; Yyaız | st+2) ‚Wddt+ / SE (Ct) dt-+ete., 
a Zi ur 
(12) ] ot (1 a)dı= J + re | ee ll)dt+ ete. 
e/ —-S(7—r) e/ —7 _r7 
Probleme 4. Trowser la somme des suites: 
7 / je ) dt + A / R a 97 / Wo Toy dt-rete.. 


l + 1 °+c "(t+2) = (t+2)y—l \ 
> | Yodı+ : I: ET yo dır, fn fi) di*ete., 


7Tx 


Solution. En supposant > x .>— 7, on aura, pua=, 


ce>.x'>— cc. Donc en remplagant dans les formules (V et IV), & et 2 respec- 


te tt 


. 5 rt st 
tvement par — >» 7, tout en ecrivant fx), f pour (5) { re. 


les formules (V et VD) donnerönt' 


IL) ya) + -ı| Eh er - )dır2 142) ]= 2, fi dt 


-r—®) 


ie 3B% ra ü)dti-+ete., 
1 ENT on | 1 f*+ 
vun) /ea)+,V-1] we cat (rer-2ar]= > / r)dı 
e  —(e®) Re 


1 (+ (i+2)y—1 
= e‘ /(t)dt + ete. 


Les formules subsistent pour c>x>—.c. Pourx= c, les deux seconds 


membres sont egaux, et [on aura, en aJoutant, et en divisant par 2 


(Ke)+f—e)) + . TR . ff: cot (Z) ar: KA] = : = 5, 1; (Odt 


1 (+ y Hei 
—- J e fd, fl e‘ dt — ete. 
e END 


1 
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Corollaire. Des formules (VII et VIII) on tire aisement: 


+ 2nltt— er) 


"yadı+. ( & ——fOdt + ete. 


*+c set BEER ) 


1 (+ | 
flo) = 2%, Jo dt+ Js 


+ — (2) 
] or (Fr +) dt -/: sın . ru) di fi sin > 2 Yydı + etc. 


 - 5erE) 


"+ 28 +2) 


9)=; |" KWdı+ Jos a)dı+ a m I dt+ete 


u 


+ ,-(e+2) r 
I: ot (Z)r@t—x) dt= -f: sin + yar+ Sin IT re. 


oe 3,2) 


Lieges, Avrıl 1550. 
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6. 


Summirung einiger Reihen, vermittelt durch die 
Entwicklung der Potenz (1- ax — cx:)”. 


(Von dem Herrn Dr. Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg.) 


a — 


Nach dem binomischen Satze ist 


1 
(1.) (1-ax-ca?)” — (A-ax)" + "1-an) der Hr ar) dei 


Ferner ıst: 





an 
(1— ax) "ext — — ce" =] ı PR „FR ..... 
„mt mt)... en ua | 
DE IE FE s iu, 


Aus diesem letzten Ausdruck erhält man für den Coefficienten von x” ın 


(1) leicht: 





nu 1 +1 ii; 2r— 2 
(2.) re er ie a ne Aa 
m(m + 1) (m +2)... (m+2r—3) „_ P m(m+1) PR EN 
a ee a =“ " 


und für den Coefficienten von &°* 


2 En (m+ 27) 4 ,.m (mtl)... (m+?2r—]) „_, 











6.) Ei. ‚@r+D 1 1-.2...@r—]) j 

M (m+1) Se 6 (m + 2r — 2) 23.2 m(m+1)... . (m+r—l). m+r 
TC ur = wur. 7 Ta 1.2....r Ta. 
Nun ıst 


ö a-+) iu sn 
l— aux —ca’ = (— | = + ae =fe+ 
Setzt man demnach: 


a—) (a?+4c) a-+YV(a?-+4c) 
(4.) u = <= —)b, ea, 


so Ist: 
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. 1 _ 1 m 1 
\ PER Be aim a Eh ii _— ruhen 31 aa 
(3.) (1 AX ca ) ER (— ce)" (2—b)"(x — fy" ( c ) (2—b)" (2 fjr A 
1 
Zerlegt man den Bruch Gym in Partialbrüche, so findet sich 
a re} n 1 m 1 mm-+-I) 
(b)" (Ef)" TON" (2—b)" 1’ (a mit 1.2 . 
I TARA 2 m(m+1).....(2m—2). 1 
BMI" 0" +62) 1-2... m) (-fei(z—)) 
en 1 en 1 
Te De 1 'F- 5)" fm ..... +(—1)' A (m—1) (f- -D)2m— (2-0) 


1 i ä 
Aus dem Bruche Gy entsteht eine nach steigenden Potenzen von & fortgehende 


teihe, deren allgemeines Glied 


s(+1) TER (s+n—]) 2” 
[er 


1 . . z 
ist. Entwickelt man also ’ ın eine nach steigenden Potenz | 
ıst. Entwicke I" (af g nzen von & 








fortgehende Reihe, so ıst der Coefficient von &” ın dieser Entwicklung: 











„[rm+D».....(m+2r—l) l 
(6.) (—]1) L:2.....2r (= +m (db Fr Serm(f-— br 
m = De... De 1 1 
2: Du ° Sr 2r " A m N” ir ji (J- b)" pm) 
m(m +1) m—-2)(m—1) ..... m+2?2r—3)( 1 m ER. © 
1.2 1-2..... 2r Deren fyr+2 Frage) 24 





| 
FEUER ” 1:2... Ay n ” mi +] j 
Den Coefficienten von x°*! findet man, wenn man in diesem Ausdrucke 
2r-+-1 statt Zr setzt. 
Vergleicht man die Entwicklungen (2, 3 und 6), indem man die Glei- 
chung (5) beachtet, so erhält man folgende Resultate: 




















-_, m(m+1).....(m+2r—1) ,„ m (m+1)(m+2).....(m+2r—2) a 
(7) 1-2.....2r u de 1-2.....(2r—2) 
m(m+-1) (m+2)(m+3)..... (m+2r—3) „ua m(m+1).....(m+r—I1) , 
1:2 ° U 7 a BE a 7 
iu Al l m (m—1)m ..... .(m+2r—2) 
= A 18 = Mt) tT TT2....?r 
( 2. - ) „mm - +D)..... 2 -2) y 1 
ber+m-—1 (d- fy + g— am Tore l 2 un (m u 1) DH Ham- 





ren] 
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Das Gesetz des Fortgangs der zweiten Seite ist, wie in (6) deutlich aus- 
gesprochen: 
m(m+)) ..... (m + 2r) 





Asch 2r+1 EI ee Fe u 
(8.) 1-2.....2r 1 1 DR. ed nn 
r\ m(m +1) ..... (m+r—)) mtr a |’ m(m-++1)..... (m + 2r) (‚ > a 
u 5 Pr“ ı ce = | T.2..... . DrmtHl(p_fym 
l ) m(m +1) ....- (2m — 2) ( We Net ei) & | 
Formen, f b) Pr ST Do > (m — l) en + ae) I 


wobei wieder zu bemerken, dass sich das Gesetz des Fortgangs der beiden Seiten 
durch die Formen (3 und 6), wenn man in dieser letzten 2r +1 statt 2r setzt, 
deutlich ausgesprochen findet. 

Die Grössen Ö und /, in (7 und 8) werden durch die Gleichungen (4) 
bestimmt. Die Formeln (7 und 8) enthalten die allgemeine Summation einer 
Menge merkwürdiger, nach den Potenzen zweier Grössen @ und ec fortgehender 
endlicher Reihen. Durch Specialisirung der allgemeinen Norm erhält man Re- 
sultate, von denen folgende einige sind. 

Setzt man in den allgemeinen Formeln (7 und 8) m =1, so ergiebt sich: 


.. .(&r-]l) ... 2Ar—2\(2r-3) „_,., @r-»@2r—Il2r-5) „_,;.; 
Y)a’+ N a”"c-+ ut e+ 1.2 2 — = u a 


1 
+c" = e— f Fri) ® 


HN) „,.., Aar-VAr-3)@r-4) „,. 
(10.) PT +7 6“ CH, ar ce+ ne 3. wer r— se+ 


ie UE TOTRE (a =) 
o.... -h 1 U — c(b—f) her+2 fr +2 u 


In dem noch specielleren Falle, worin b=f (d.h. Y(a’+4c) =) ist, 








werden die zweiten Seiten der Gleichungen (9 und 10) zu Te In diesem Falle 


aber ergiebt sich nach den bekannten Methoden leicht, dass die zweite Seite von 








(2r+1) Zr+2) . . u 
(9) — ar und die von (10) — 555 sein wird. Also erhält man für 
=m2,.c=——1,5=/=1, und kelglicı: 
2r—] 2 2)(2r—3 
(11) 2° — 2 T- yr- Ip ode ee ) gr I. +—lN} =2r+1, 
2 YH-D@r-2),, +1 
aeH —_ T. ga, - Der 92 _ Br Br: 1 2(—-N) =2r+2; 


wornach die Druckfehler in den Formeln im 33'" Bande dieses Journals Seite 72, 


(Schluss des $. 1.) zu verbessern sind. 
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A | 
Setzt man ferner c=2, a=1, sitöo=5;, f=—HI, also 
—1 —— — 3 
"WR... &r2 7 WR. „dem ANER 22 RER +-Y— MOSZERFIE N 
1 1:2 3 
2 2r —1)(2r— 2), +1, A 
12) 147 2, TOT Igpr.. 47 2esaıı), 


Nach einem bekannten Satze sind die ersten Glieder ganze Zahlen 
Daraus folgt, dass 2°*' +1, 2°”? — 1 durch 3 theilbar sind. 


Setzt man weiter in den allgemeinen Formeln (7 und $) m = 2, so er- 


giebt sich: 


2r 2, 2 2r(?2r—1) „_» o„ @r—-l)(2r—2)(2r—3) „_, 

(13.) - "+2. u - °c+3.— Gi ye X te 
r+1l | Ir 1 1 1 | 
a ie BE B..-RUER —— JH, 

DD „| +50 * Pr6- )+ or (7 | =) 
2r+2 v a @r+l12r „_ 2 ar 0 
Bar I € +2. Zr u; Ic+3.— 13.3 a EM sur 


r+2 , 1f@r-+2 1 2 ) 
WERE TEEN em (Rr+ pe)+en (ae 7 ii 


2 ’ a ’ . 1 (2 DZ 
Für 4 = f wird die zweite Seite von (13) zu ru nn gr 


2r+4)(2r +3)(2r +2 
die von (14) zu rt 2 zn == Be r+ nn 


So findet sich fra = 2, c= —|]: 


« 2r +1 2r(2r—1), (2r — 1)(2r — 2) (2r — 
nn v—2y ! he EN te anna 
(15.) 1 . dm im ® L: 2 3. 1 * # 3 2 





6 9) r k 
+ oc... +(r+D(— a ED +2) 


6 
‚ in . Zr+1)2r ger— ” 2r- -Zr— I)(2r— FR 
(2r+2)2 1_2, 1.2 ir, mr do RE GIER 
2 2 4)2r+3)(2r +2 
u +(r+1). 2(— 1) ar )( zu )(Zr+2) 


u. 1. 


Noch allgemeinere Formeln würde man erhalten, wenn man in (7 und 8) 
a oder c imaginär, von der Form r(cosp +ising), setzte, Die Ableitung hat 
keine Schwierigkeit. 

Zum Schlusse mag noch bemerkt werden, dass, wenn a und ce ganze 
Zahlen sind, die ersten Seiten der Gleichungen (7 und 8) ebenfalls ganze Zahlen 


sind; also auch die zweiten Seiten. Daraus erhält man folgendes Theorem: 
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—a+V (a?+40) 


„Sind m und n ganze positive Zahlen, ist ferner 4 = — 
2c 
— a—V(a’-+4ec) \ BEER 
f= z ‚und sind a und ce ebenfalls ganze, doch auch möglicher- 


weise negative Zahlen, so ıst auch 














"I at er 1 E 
em L. 2 EPEE, n ben ( n mtr ur ne by”. 
m (m — 1m ..... a au 1 
+ \ 1 ö 2 BEE ( +n— Ib— ml Fpman-i Fr a 
m(m + I) (m— 2) ) (m — 1) .. ereTi 1 FEN 1 
1 z > 1 : 2. KR: n bm+n—2 ( u Nr f man—a( f_ 3) 
. m(m + 1) ..... (2m — 2) ( 2 I 1 ;) 
"OH ws .. (m = ) D+Hi(h ee ge D)2m-1 | 


eine ganze Zahl.” 


Sinsheim, ım Januar 1847. 
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De curva quarti ordinis sphaerica, de Circulari 
scalena. 


(Auctore Dr. Chr. Gudermann, malh. prof. ord. Monast. Guestph. ) 


1. 


S; angulus sphaericus constans ın sphaerae superficie ita movetur, ut 
angulı crura per puncta duo data transeant, angulı vertex describit curvam quan- 
dam, quam Cireularem appellare placeat, quia, sı angulus rectilineus movetur in 
plano ita, ut crura contineant puncta data, ab angulı vertice describitur curva, 
quae est circulus. Plerumque accidit, ut si locus geometricus puncti cuiusdam 
mobilis in plano est circulus, curva analoga sphaerica sit aut itidem circulus, aut 
saltem alıa quaedam sectio conico-sphaerica; at regula haec non valet nunc, quia 
videbis, curvam nostram sphaericam esse sectionem conico -sphaericam, si angulus 
mobilis constans sit rectus, at curvam esse lineam quartı ordinis, sı angulus non 
rectus. Quia constructiones sphaerico-geometricae saepissime perducunt ad 
curvam nostram sphaericam, ubicunque angulı dati sphaerici vertex est transpor- 
tandus, investigatio naturae et proprietatum hulus curvae quasimodo necessaria 
est. Meditatus de his rebus ante plures annos, ut alıos incitarem ad eadem studıa, 
problema de investiganda hac curva proposui in huius diarıı vol. XVII pag. 389, 
cui quaestioni ad alıquam tantummodo partem respondit el. Dr. Haedenkamp in 
eiusdem dıarıı vol. XX pag. 328, ubı tum areae tum arcus determinationes revo- 
cavit ad integralia ılla gravissima, quae pendent a functionibus modularibus. Quod 
vero cum utrumque non sine mendis fecerit, totam nunc susciplamus quaestio- 
nem, et initium faciamus in eo, ut curvae aequalionem derivemus, cui summa sit 
formae generalitas. Coordinatis nunc utamur sphaericis in axibus abscissis iisdem, 
quibus plerumque usı sumus ın Ihbro, cuı titulus: „Grundriss der analytischen 


Sphaerik”, et cuius paragraphos interdum allegabimus. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 2, 13 
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Sı puncta duo A=(a,b) et B=(a‘, b’) data sunt, aequationes circu- 
lorum maximorum, quı per ılla transeunt, erunt 
(1) y-b=zala—a) et y-—b'=a(w— a)... 
Eligamus duorum circulorum intersectionem M = (a, y), et quantitates 
x, y duabis ıllis aequationibus satısfacient, quare aequationes eorundem circulo- 


rum maxımorum etıam sıc exhiberi possunt: 


u—y=a t— x) et u—_y=alt—x), 





y—b y—b 
dummdbo=—- etad= ;. Angulus sphaericus AMB st=2v, et 
z—a T—4 ” 
cotang2” = c, quare e formula in $. 11. inventa facılı negotio invenis 
2. (1 + y?sin?v) + (@ + «) (cosv — zy sin®v) + ee (1 — 2? sin?v) 
ec za Ge 


(e— «)sinv-Y(l+2?+y”+ 2ry cos») . 


in qua » est longitudo linea cardinalis, sive axium angulus. Sı substituis valores 
y-b 


y—b 0 ar 
—y et a" = ;, reductionibus absolutis curvae jam aequatio invenitur 


KL — 
z—a Bo 

generalis 

(x — a)(x — a‘) + ((y— b) (x — a)+(y— 2) (2 — a)) cosv + (y—b)(y— 6‘) 
+ (ay — bx) (a y — b'x) sin?» 

(2) ==F# csinv. (a — a)y—(b'"’—Lb)x+ab'— ba). yl+x"+y? 

+ 2xycosv) ..... 

quae facta rationalis habita variabilium ® et y ratione ascendit ad gradum quar- 

tum, nec ambiguitatem signo = indicatam amplius continet. Quare curva cir- 

eularıs est /inea quarti ordinis sphaerica, quae eadem manet, sı loco constantis 

angulı 2» = arc cot (c) sumitur angulus m — 2» = arc cot(—c). (Confera- 

tur $. 20.). 


Casıs vero specialis excipiendus est unicus, in quo angulus 2v = 5m, 


ideoque &Ec=0 est, quia aequatio curvae rationalis tunc est 
(© — a) (x — a) + ((y — b) (@— a‘) + (y—b') (x — a)) cosv + (y—b)(y—b‘) 
+ (ay—bx) (ay — b'x)sn'v—(. 
Curvam vides nunc esse lineam secundi ordinis, sive sectionem conico- 


sphaericam. Ellipsis haec, quam dicimus eireularern aequilateram, eam sequitur 


legem, ut arcus AB puncta data coniungens sit ipsius axıs minor; semiaxıs malor 


vero est ea, ut Ipsius sinus aequalıs sit tangenti trigonometr. semiaxis mINoris. 
(Confer. \. 87, 88, 89). 
Contra curvam nostram appellamus cırecularem scalenam, sı angulus pe- 
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. . > . . . . 2 . 
ripheriae constans 2v” 3 est. Sı cardines axium collocantur in punctis datis A 


a" 


et B ipsis, curvae aequatio, in qua nunc etv = AB, fit simplicior 
cosvy— xysınv = =#cesnvy(l+a?+y’+2wycosv) ; 


qua de re conferas $. 5. Aequatıo nunc ob productum a?’y? ad quartum gra- 


dum est referenda in forma ratıonalı 


‘ . 2 WE 2 2 _ . . ‘ ‘ . 
cos» — e* sin?» — c* a? sin?v — 2(1+c?)cosv sin’v — c?y?sin’v + ©” y?sin!v — 0). 
Si in aequatione generali axıum angulus v = 3 sumitur, circularıs sca- 


lenae aequationem inter coordinatas rectangulares obtines: 


(—- d)(&— a) + (y—)y—6b)+(ay— ba)(a'y — b'a) 

= =#c(a’-a)yy-(b'—-b)=+(ab’-ba))y(l+2°”+ y?).-...- 
sive 
(x-a)(a—-a) + (y-b)\(y-b)+lay-bxr)\(ay-b'a) = FE cos?2eY((x-a) 
+9 -d#+ (ay-b2)) Ve) + y-5% + (ya), 
sive 
((a-a)y-(b-b)x + (ab‘-ba‘))y 1-a°)+y?) = sin2ey((@-a)’+ (y-b)° 

+ (ay-ba)).Yla-a’+y-b)+ la y-b/x)). 

Aequaliones (2 et 3) in eo consentiunt, ut ipsis satısfacias tum ponendo 
c=a et y=Ö, tum ponend &=a' et y=Ö‘; quare circularıs scalena 
(idem valet de aequılatera) transıt per puncta A et B ıpsa; arcus circuli maximi 
igitur AB, qui puncta coniungit-data A et B, inter curvae chordas est referen- 


dus; quam chordam appellemus chordam primariam. 


2. 


Aequatio (3) formam induit simpliciorem, si coordinatarum axes ita collo- 
camus, ut chordae primarıae AB = 2 u punctum medium C sit coordinatarum 
initium, et chorda haec ıpsa sıt axis prima; altera axis erit circulus maximus ( O, 


chordam primariam in puncto medio C normaliter secans. His positis est 
b=bU=0 , a=tangıu et @ =— tangu, 
et aequatio (3) nunc migrat ın 


(1) ar-tang?u + y’tangtu.y?= #2cot2e.tangu.yy(l+x’+y), 
ita ut, si punctum M = (a, y) (fig. 1), sta =tangCPety=tangC(. 
Si vero vis introducere abscissam CP =x et applicatam PM =y, se- 


13* 
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tangy 


cundum regulam in ($. 3) datam ponas tang & loco x et ae loco y, quo 


a a ’ 
Vel+o +Y’) abit ın COS2 coSy° et aequatıo (1) ıpsa ın hanc: 


sin?y (cos’ «u — sin’x) = cot2» . sin2 u. sıny = sın u?— sin?’x 

Eandem aequationem simmplicem et specialem facilius hoc modo invenis. 
In trıangulo sphaerico ABM, quod laterı AB = 24 oppositum contineat angu- 
lum datum AMB=2v, demittas e puncto M perpendicularem PM =y in 
latıs AB; sı C est punctum huius lateris medium, sve CB=CAz=u et 
CP=x ponitur, et PB=u-x et PA=u+rte. 

Quia ob trıangula rectangula APM et BPM est 
tangPA _ tang(u + r) 


tang PMA= 


MP MT any 
tang PB tang(u — 7) 
Be ee -— EEE A . 
tang PMb= sinPM siny : 
3 1 —tange PMA -tane PMR 
et2v= PMA+-PMB, ideoque cot?v = rt 5 substi- 


tangP MA+tangPMB ’ 
tutionibus emergit aequatio sin®y —cot2».(tang (u + &) + tang (u— x)). sin Y 
— tang (+ w@)tang(u—-x)=0, quae paullum mutata abit ın 
(2.) (cos? — sin’). sin’y — cot2v. sin 2u.siny = sin «? — sin?x, 
quae eadem est cum aequatione (2). Sı abscissa & < u est, ad quamcunque 
abscısam ÖeP=x pertinent applicatae y=PM et y' —= PM', et praeter 
has applicatae r—y et m+y‘, (Applicatae r—y et m-+y‘ pertinent ad cur- 


vam adbd‘, ın (Fig. 2), congruam cum curva ADBD, et cum hac coniugatam), 


oO 
ita ut aequationis radices sint siny et —siny‘. Per notas regulas hinc colligis esse 


d 


‘ ’ g tang(u + z) +tang(u— x) 
(3.) sıny = sıny = u. 


tang 2» 
(4.) siny.siny‘ = tang(u + x) .tang(u— ®). 


tang PA _ tang(u+x) vr tang (u—.z) 
snPM sin y 


Quia tangPMA= et ang PM'b= Er 


’ 





multiplicatio harum ob (4) praebet aequationem tang PMA .tangPM'B =1, 


quare est 


PMA+PMB= 

(5.) Pariter ınvenis 
PMB+PMA= 
ideoque, addendo, AMB+ AM'B=r. Quia angulus constans AMB = 2v, 


[a 


—_ 


7, 


to) 








angulu AM B=r-2%r, 
aequationis (2) praebet 





quemadmodum in circulo Planımetriae. 
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Resolutio 


‚ V (sin?2 u — sin ?2v - sin?2:xr) -+ sin2u - c0os2v 
(6) siny= En 
et quıa altera radıx est —siny‘, est 
V (sin?2u — sin?2» - sin?2x) — sin2u - cos?» 


G) ey = 


d 


y‘ ımmutatae manent, 


sI—x permutatur cum +%, 


sin2v(cos2r + cos2u) x. 
ıta ut y‘= PM' sıt quantitas positiva (sive Z0), sı est a tu. 


Qua tum y, tum 


coordinatarum axis secunda, 


sive axis DD,, curvam dividit in partes DMD, et DM' D, symmetrice aequales. 


3. 


Trigonum AMB abit in trigonum AEB in B rectangulum, sı est © = 4, 


quo ft y’ =0 et y- BE. 


AEB=AMBb=2, 





sıt alter cathetus B 


i 


Quia cathetus AB = 2u et angulus oppositus 


— 2,, hypothenusa A E = 24 





et angulus BAE=e. Quare valent formulae notissimae decem: 
[ sın2y = sin2d.sıne, 
sın 2u = sın 20 . sin 2» 
cos2d = cate cot?2», 
cos20 = cos2u. cos2y, 
(1) tang 2 u = tang2d . cose, 
tang 2u = tang2v . sın?y, 
tang2y = tang20 . cos2v, 
tang2y =tange .sin2u, 
cse = cos2y. sin2v, 
cos2» —= cos2u. sine. 
Vidimus esse pro © = u applicatam y’ =0, et applicatam y=2y. Si 


x > (« sumitur, applıcata —y‘ fit opposita; quare nunc valent formulae: 


sin2u - cos2v+V (sin’2u—sin’2»- sin’2r) 
 sin2v (cos?r + cos2u) 

anen sin2u +08 2» —Y (sin’2u—sin?2»- sin?2.r) 
| sın y 0 sin2rv(cos 2.7 + c0s2u) 


sin 2u.cot2v +Y (sin’20— sin?2r) 
cos2u + c0s2z 

__ sin2u col2v—yY (sin’20—sin? 2) 
 cos2u + cos2r 


sin y 


2) 





quae tum y tum y‘ facıunt positivum; ita ut, si x = Ce sumitur, sity= vcy 


et y’ =eg,, unde vides, applicatas y et y’ aequales fieri, si radicale 


V(sin?2 u — sin?2v.sin?2.x) = 0 
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\ rg ; ' sin? u { j 
fit, quod evenit, si sumitur sin 22 = + ng, = + sın2d ,svexc=+d. In 
(fig. 1) st Cc=d=LCf, applicatae eg et 0g, nune coincidunt in /g, ut fiat 
a. nf sin2 u cos?» tang2 u: - cot2» sin2y 
say =sny' = ınfg = zz a ——— = — 
Y ) >  sin2v(cos2d -+cos2 u) 1 + cos2y 1-+cos2, 
sıve sın/g = tangy. 


Applicatas has extremas fg et fg‘ simul esse lineas curvam in g et g‘ 
tangentes paullo post demonstrabitur. Esse angulum Asb= AgB — Ag B 
AEB= AMB per se patet. 


4. 
Arcuum ADB et AD,B sagittass CD=a et CD, = P esse applı- 


catas maxımas in aperto est. Formulae (3 et 4 art. 2) praebent 


y=zae y= P pra= 0. 
Quare invenis formulas 
sina= un le 
(1.)  tangv 


sın ? = tang u. tangv. 
Quantitates constantes omnes nunc exprimamus formulis, quae contineant 
sagıttas has a et ö. Primo invenis 
sin # 
ET an 


sin« — sin} 

(2.) cos2v = - 94 
sin @-+ sin 5 

2 (sin «sin ?) 


Iın?v— 
sıniv= — 
. sına + sin? 


’ 
Qua tang u = sına tangv, est 


tang u = Y(sınasın ?), 
1 — sine sin? 
N cos2u = 1+sin esin? 
u 2 (sin« sin ?) 
(3.) \ sinzu = 1+-sinesin? ’ 
sin « sin $ 
1-+sine sin? ’ 
1 
\ = yA + sin «sin })' 


nu = 


sin 2u 
sin2rv’ 


Quia sın 20 = oritur formula 
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= 0% sin« + sin? 
| un l+sin«sin? ° 
c0S«cos? 
| ae — , 
1+sin«sin 
9) sin«+ sin} 
. lang zo cos@cos} 
(4.) 


s cos3(« — ßP) 
cos? T YA + sina sin?) ’ 
sinz(e@ + p) 


sınd = yA-+ sinesin?)’ 





sinz («+ P) 
\ tang O ee 





cosae-+P% 
«u tang 2 u 
Quia sıın“y — tang 2u INVENIS 
ice sine — sin? 
may” 1-sinasin? ’ 
En C0S «COS? 
a asin? ’ 
(5) 0} (@+9) 
c5Y T ya —sinesin?)’ 
f sinz (@—) 
yz=-— — = 
sıny ” Y(L- sinesinß)’ 


siny(e+P) 
\ tangy = c0s3 (c+/) , 
Adıumento functionis longitudinalıs hyperbolicae aequationes sın 20 
sin« + sin? 


7 etsın2y=- 


sine — sin? 
 1-+sinesin ? 


1 -- sine sind 
\ 22H) =LarRP?, 
/ 2L2y)= La —!B, 


simplieius exhibentur 


(6.) 
ıta ut vice versa sint 
(7) 2a = 3829) +38%(2y), et 22 = 3L25)—-18(2y). 
Sı chorda maxima a+ß=2%, et O ipsius punctum medium, sive 
OD=0OD,, ponamus CO=Nn, sive a— B = 2, 


Patent relationes 


sind cosd 


i In: = — 2 
(8.)  sınd cos. et cosn er 





Quia vero cos AO = c0s AC.cosCO = cos u. cosn = cosd, vides esse 


(9.) OA=ö=!AE. 
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Addimus formulas has 


sinn _ sind _ tangn 
(10.) tangy = i tang d = 0087 . cos?» = tang 9 R 





cosı? 
quas facıllıme augebis, dummodo memineris esse 
a=Ürn el P =0-n, 


Curvae aequatione sic exhibita: 
(1.) (cos2 44 cos2x)sin’y — 2sin2 u.cot2v.siny= cos2x— cos? u 
facıllıme introducis sagittas « et , quo fıt 


1— sin @sin 2 sin« — sin; 3 j 1 — sine sin B 
)sın’y—2. 


cos 2 sın = (Te un en 
1 +sin«sin? ” 1 + sin« ‚sin ßB' F cos2 = 1 + sin«sin ß°’ 


ıdeoque 
2 aa 0 m (1 — sinesin d) (1 + sin’y) — 2(sin« — sin Asiny 
(2.) RR (1+ sinesin’)(l — sin?y) 


Formula ex hac facıllımıs transformationibus invenis: 


_c0su _,. u \ 
INT aasy* V(sına — sıny) (sn? + siny) , 
cosu |, N. ak 
3.) \coa= cosy .YIA-sınasıny) (1-+sın Asıny), 


] ' (sine — siny) (sin? + siny) 
( 


« (f * 4 
tang a 1 — sin«siny) (1 + sin ?siny) 


quarum ope € data applicata y sıve=# y “ computatur abscıssa cominunis &. For- 


mulam ultımam elegantıus sIc repraesentabis 
(4.) tangx = | | Tang &x-!y). ang (2? + 2y)] . 
Addenda est formula haec 


2 cos?u 


(5.) sin?x = : V [(sina— siny) (sin? -+siny) (1 sin asıny) (1-+ sın Psin y) 


E formula (2) differentiando nancıscimur 

2(1 — sinasin ?) siny — (sine — sin?) (1 + sin ’y) .Q 
(1 + sin«sin ?) cos‘ y . 
1 I — sine sin? 


’ a == == 
ae ' y)=- „ mutatur ın 
(uae vero, quıa ‚(tangy +coty) sin 2y sine — sin? 


sın?x. dx > 


(sin« — sin?) (sin y— tangy)(siny — coty) 
(1 + sinesin ?) cos’y 


(6.) sin2x.dx = -Oy, ıta ut sit 


a — ! (sine — sin?) (siny — tang y) (coty — siny) -Oy 
7.) ds — cos yV [sin @ — siny) (sin? + siny)(l— sinasiny) (l+ sin dsiny)]' 
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SıX est angulus acutus, quem linea curvam in M tangens facit cum applı- 
" — c0Sy- Or t 

cata PM decrescente, est tangk = — Oy > quare vides. esse 
\ 4 (sin « — sin /) (sin y — tangy) (coty — siny) 
anek= -—— ——— ST 
9°  Yl(sine — siny) (sin? + siny) (l — sinesiny) (1 + sin ? siny)] 
unde perspicis curvam ab axi DJ), normalıter in verticıbus D et D, secari, et 
applicatas extremas /g et /‘g‘ simul esse Jineas tangentes, qua ft A=%, sı 
siny = tangy ponitur. 

Angulum 4 paullo post constructione geometrica determinabimus. Foı 


mulam vero ultimam hoc modo exhiberi posse non negligimus: 


- cot2v - (siny — tangy) (coty — siny) 
(8.) tang „= eusipinthersc he C Yy 8/4 ) ( / Y 


V| csin «@ — sin y) (sind+ siny)(-— — sin y)(=, + sin y) | 


6. 


Supra abscissa duplicata Pp = 2x construatur triangulum rectangulum 
pP rm tale, ut ıpsius hypothenusa sit pm = 20, ideoque aequalıs sıt hypotenusae 
A E trıgoni constantis ABE; alter cathetus sıt Pn = 2w, angulu ynP=y 
et angulus pm P = xl. uantitates varıabiles 2x, 2w, gp et xb cum invarıabılı 


26 ıta coniunctae sunt, ut valeant formulae decem: 


[  cos2d = cos 2. cos2w, 
sın2 x = sın 28 .sing, 
sin2w = sin 20 .sinab, 

tang2w = tang2d.cosp, 


2x: = y \ i, 
1.) / tang 2x = tang2d. cos), 


tang2 a = tang yp . sın 2W , 


I 


tang yAR) 
cos2d 


cos p 


tang al. sın?2x, 


cotp.cotad, 





cos2x .sinab, 


cosıb = cos2w . sing. 


Si in aequatione (1) articuli praecedentis substituis 


N \ 08?) .sın?: 
c0s20 cos2 0 a uam _ 60820 -sin2;, 
2x = —a- = —— et sın? u. cot2v = cos? usn2P = —.... 
cos 27 = 5m’ cos2 4 00827 / 55 


ıpsa migrat in hanc: 


), 


(2.) (cos2y + cos2w). sin’y — Zsin2y. cos2Ww .siny = cos2y — cos2w. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 2. 14 
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Variabilis vero 2w est ea, ut sit 

2u=2d prox=l, 
(3.) 2u=2y pox=u, 

Zu=0 prox=d. 

Quia siny et siny‘ sunt radices aequationis (2), concludimus, esse 
2sin2y cos2 o 
sıny + sıny' = c0827+ 00520 ? 

; .  ,. c0820— cos2y_ 

(4,) ur A A 77777 +0052y' 


ideoque 





-  , __ 2c0s2y-sin2w 
sıny—sıny' = — 








cos2w+cos2y ’ 
Bez sin(27 +2) sin (27 — 20) ' j 
quare ınvenis sıny = 0052, + cos2w et siny' = 00827 0052 ’ sıve 
_ Sin(„+o) _ tangy + tango sin(„—o) _ tangy—tango 





— ge ung Tee 


sıny = 
InyT cos (y— 0) l +tangy - tang w cos YG+o) 1—tangytango ’ 


quas formulas brevius sic exhibes: 
Ly = 3L(2y) +28 (2w), 
Ly=3l(2y)—3l(2w), 


quarum haec iterum monstrat, esse Y’ negativam, si © < u sive2w>2y, 


(9.) 


ese y=Q, ıia= u, sive 2w=2y, 
et esse y’ positivam, si & > u, sive Zw < 2y, 
Formulae (5) addendo et subtrahendo praebent 
(6) Ly+ty=Lly) =!a—P, 
Ly—:y'=X(2w). 
Quia vero La—Ly=LP+Ly et LP +HLy=La—!Ly' est, formula (4.) 
artıculi praecedentis 
tanga = V Tang La—Ly).Zang (LA +Xy)} eadem est ac 
tangv = Y |Tang (La —Ly). Tan EAH+LyN), 
unde perspicis, ad applicatas y et y‘ pertinere eandem abscissam x; quod 


alıunde notum est. 


Facıllıme invenis formulas 

V(cos2,- .c052) 
cos(y—u) 
Y (cos 2,.cos2w) 


cos y — 


(7.) 


1 


ITT u ° 
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2c0s27cos2w a ’ cos 2u—cos 2, 


Q ‘ — — 
ula cos ycosy'= — 0052/40082 et sın ysın y cos2w+cos2y’ 


componis 


„a __ 60827+2c052, 008520 — cos? «, 
(8.) cos(y+y) = cos2y ’+C0052o ö 
i 00824-420082, ‚c0520— 0082, 
cos(y-y)= er cos2; y+ c052w ’ 
e quibus fluunt 


cos2y(1+cos 2) 
cos? y+Y') = V en ‚+c0820 i 
cos2w(1—cos2,) 
cos2y+cos?2w ’ 
cos2o(1+cos2; 
cos? (y-Y‘) = V IR Br g 
(9.) je cos27(1— cos 2) 
sina (4—Y‘) = ] cos2y+cos2w 
4sinycoso) (cos2, cos?) 
cos 2y + 0052 w y 


4c0Sy ‚sinwy (0082; ‘608 20) 
sin Y=y)= ae ‚+0052 0 


sin 3 (y+y‘) = ) 


sin (y„+y) = 


7 


Sı F est chordae MM, punctum medium, sve FM = FM,, ponamus 
MM =y—-y=2Set PF=D, ita ut sit 


=1(y—y')a D=!y+y). 
sinz(y+y) 
c0s3(y-y) 


sin z(y+y) 
cos 3(y-y) 


Qusa sıny — tang S.cosy= (siny cos (y—y‘) —cosysin vv) :cost(y-y)) = 


siny‘-+Htang S. cosy'= (siny’cos ı(y=-y')+cosy'sin! (v-%)) :cost(y-y') = 


sin s(y+Y) han 
FE Tre Ta tangy, valent formulae 


siny —tang S . cosy = tangy, 


et quia Iinsuper est 


siny' + tang$. cosy'=langy ; 

et pariter sine ulla ambiguitate invenis 
sıny +cotD.cosy = coty, 
siny' +cotD.cosy' = coty. 


/c0827 (1— c052w) = Verse cos2J 


Quia insuper tang S= V 0083 (14-0052) »)  V cos2u-+cos2Ö 


14* 
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sin (ö— 2) sin (Ö +2) _ ‚sin?ö —sin?x 
=) 08 (d—u) cos( (ö-+u) =| cos?ö—sin?u ’ 


4 /082w(1— cos?2,) ‚cos2u — c0s2Ö 

el aneD— | — — V Eee 
cos 2; 0) ' cos2x + cos20d 

4 /Sin(d— u) sind+ u) ‚sin? d — sin? u 
=y cos(d-+x)cosö—x) — =] cos?d—sin?’x ’ 


formulas memorabiles obtines ab omni ambiguitate lıberas quatuor has: 


. 1 /Sin®d— sin?x 
sıny — cosY | 


cos? d—sin?u — ey: 
sıny' + cosYy'. | le nk — tancy 
’ cos“ d—sin? u 04? 
(1.) \ et 
’ jeos?d— sin? .r 
sınY + cosY. | ins Ö— sin? u = coly, 


ni cos’d—sin?x 
sınyY +cosY . | z. - - a), 
’ s sin? —sin? u zu de 


quae sunt equationis ad curvam pertinentis transformationes. Sı tum sıny, tum 
sın 4° subtrahendo elıminas, oriuntur 


coty—tangy 


cosy = r — = — 
cos’ d—sin?x ‚sin?d—sin?x 
sin?d— sin? u ] cos? d—sin? u 
coly —tan 
cosy=- el 
‚cos? d— sin? x sin?d — sin? 
} sin?d — sin? ı cos?d— sin? u 


. . . ..6 9. a “ = u, 
Sı denominatores reddis EURE et sin?d — sin? u = cos2 «u . sın?y et 
cos?d — sin? «u = cos2 u . cos?y esse observas, formulae oriuntur elegantiores 
c0sy +} (cos? d— sin? 2) — sinyy (sin? d—sin’.z) 
cos? u — sin? x 
[») / . in 
(2.) ‚.] (cos? d—sin® x) + siny . V (sin?d— sin?) 


Icos ya cosdu.- 


\cosy = = Vcos2 u. 





cos? Be sin? " 


Easdem formulas ab ambiguitate omnı Jıberas praebent transformatıones 


aequationum (7) articuli praecedentis. 





S. 
q n I9y 077 
Be = Ra) +1 = 5, 
Ex aequatione Ly = 1%(2y)+1%(2w) differentiando obtines "5 = cos 2u 
et qua logcos 20 = log cos 2r+logcos2w, invenis — tang2x. da = tang 2w. Ow, 
“:. a t t sın 20, migrat ın 
are est —— = — —.— ‚3x, quae, x —tangı 
quare € cosY sin?do ° IX, quae, quıa ang2xr = ansp» 9 
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— dy=tangp .cosy. 9x, et quum 
\ cosy- dr 

tang\ = — dy ; 

vides esse tanggy.tang% = 1, sive A 

cum M «u ıta, ut angulus PMu= 


ad curvae punctum M pertinens; 


=}r—y. Si igitur e puncto M ducıs ar- 

p= Pmp sit, arcus M «ı erit linea normalıs 
linea vero tangens per M ita est ducenda, ut 
angulos aequales sive rectos faciat cum normalı M u. 


Parı modo construuntur linea normalis et tangens, quae ad curvae punc- 


tum M, pertinent, unde vides, curvarm secarı a chorda M M, sub angulıs aequa- 
lıbus, quod idem valet de circulo Planimetriae. 


- 


a i 
Quayg=;r—A, est 


cot2» - (siny—tangy) (coty—siny) 
(1.) copy — ’ 
v[ Gi Bring) — sin y W; n? + sin y 3 


sin?2x 


(Qua sıny = ind): ınvenis formulam 


’ sin2v 
(2.) sinp= - VI (sına—siny)(sın ? # siny) ( —, — sını + sın 
er cos’y''L- NT >79 \sine y /\sin, e I 


ideoque 


cos2v _. 
(3.) cs (siny—tangy)(cot y—siny) . 
Faedem formulae valent, 5ı y permutas cum y‘ et 2» cum r—2v. 


coty cot 2» 


Ouıa taneıı = = tange, habes ormulam 
! Q 00525 cog9y > tan abes et formul 


(4) tangıb= tang - (siny—tangy) (coty—siny) | 
1 (ina-sing)Ksindsing)(zuc=siny) (sn a*sivv) | 


cos 2u 


Qua cos2r = cos? y (1— 2sin2y.siny+sın?y) , 


sin2 u 


sın2z = Costy | (sin a—siny) (sin ?+sin y) ( — sin y) (5* + siny) | 


ıdeoque 





tang 2, it. u | Gin«-— siny) (sin ?+sin y (2 — sin? „)(- + siny) | 
tang I) s sin « sin ä 
1— 2sin2y - sin y+sin?y 


tang2.v 
formula cosıb = tang20 praebet hanc: 
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ee 





cosE IK (sın «— sın y) (sin + siny) (- sing (zn; inp*sinz | 


9.) cosJb= 
(9.) cos 1 — 2sin2, - siny+sin? y 


quae coniuncta cum (4) suppeditat 


. u. sine - (siny—tangy) (eoty—siny) 
(6.) sıinb= = “ 
| 1 — 2sin2, - siny+sin? y 
Si applicatas extremas fg et fg‘ aequales, quarum abscissae sunt Cf=d 
et Cf=—d, et quae simul curvam tangunt in punctis g etg‘, ponimus =}, 
est sinr = tangy, sive 


!r=18(2y) =3(la— LP). 


9. 


Si z designat applicatam puncti cum puncto M reciprocitatis lege con- 
iuncti, scimus esse z complementum anguli, quem circulus maximus curvam in M 


tangens facıat cum linea abscissarum, sive esse sinz= cosy.Ccos@ ; 


(sin y—tangy) (cot; ’—siny) 
quare est sinz = cos2v. — cosy ‚et 
cos2v 2—3sin2, - siny+ sin2y - sin®y 


)sı re = ® D . ® ri . 
. sin2y cos 2y 0% 


Si vero r est radıus curvaturae sphaericus ad curvae punctum M pertinens, 


Osiny 
valet formula generalis tang r = dsin,  Quare nunc est 
sin 27 cos’ y 
oO r = r fi « . . 2 Ze TE j 
ng cos2v * 2—3sin2y - siny+sin2y - sin? y Br 


(sine+sind)costy — 3 
2(1—sinesin 9) —3 (sin «— sin ß) siny-+(sine—sinß) sin? y’ 





tangr — 


qua e formula radius curvaturae sphaericus quolibet casu satis commode com- 
putatur. 


10. 


Sı aream DEPM = fet aream CD'M, P= ponimus, est df= sin y.dx 


ei df=— siny' .dx, Ideoque 


1(öf+df') = !siny—siny‘) . dx et 


(df—df!) = Ksiny+siny‘). 2x, quae formulae adhibitis (4.) art. 5 fiunt 





7. Gudermann, de curva quarti ordinis sphaerica, de Circulari scalena. 107 


cos2 - sin?2w 

cos2y + cos2w 
_ sin2y-cos2w 
00827 + cos?2w 


öf+df) = 





s(of—df 
Adhibeamus nunc functionum modularıum modulum 
k = sın?Ö 
et binas amplitudines ad hunc modulum relatas 


amu=yg et ma=2rv, 


e quibus fiunt nu = sin, sna=sın2v, ksnu = sin2d.sın p= sın2a et 


ksna = sin2d ..sin2v = sin2u, ideoque dnu = cos?2x et dna = cos2uu. 
En Q cos2Ö k’ ’ » cos? k' 

unt porro cos? w = = — = dncu, cos?2y = - m —— ze de, 
p cos?z dnu se u dna . 

sin? w sin 2, 

sın?2w = ksncu, sın? ksnca, — x = sind 1ı= = 

sncu, y= ksne sum 95 sin?) , snc@ 25 


— sın 2e, sive 
ame — ab et amca=2e. 
Differentiando formulam cos2x = dnu obtines 2sin2x.3x = Ksnu. cenu.du, 


sive 
9x—=ikenu.du, 
quare componuntur formulae integrandae 


2 2. 
dr+df' Eh k dnc@-» sne u en udu k?. cn’ u» u 


dne@ + dnc u dna@a+ dnu ‚ 
dr—df je A? sncd dneu en u‘ ou h? end nu: OU 
dne@ + dne u = dnd-+t+ dn % 


Integrale hoc invenis facıllıme 


-f= fer: Tang (® =) Are Tang (© -) I= — Arc Tang zu“ “) 


l-Hdna- dnu 
1 /l+dna: dnu+/k? sn@-snu 1 WR ı cos(z-u) 


m  u—— m = — 
—— — 
— 


= oO 
na 9 V IH ana-dnu— Kana-mu na 8 1-+cos(2r+2u) tna Pcos(ctu)” 


quare est differentia arearum 


f-/ = Pr I Arc Zang Dr „)— Nee Zang ()] 


vel sı mavıs, 


I-f 


Se - cos u—2) _ 2 
tang 2v 05 cos(ut+z) tang 2» Arc ang (tang (4 .tang). 


Formula prima utı nequis, sı et g>2», sive & > %, quo casu ipsa mutanda 
est ın 
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f-f = cot2 2 | Arc Lang ( Seelen )I 


sin cos ıy 

adhibıta formula notissıma Iang(a=!ry—1) = Gota = Zn etsc=u, 
nonnisi formula secunda iustum praebet valorem, quia Are Tang (1) est quantitas 
ınfınıta, 

Formula integranda altera sic exhibita 
k? en?a-Ou 
dn@—+ dnu 
quia e ($. 211) theoriae functionum modularıum („Iheorie der Modular = Functionen 
und der Modular- Integrale von Gudermann‘) nota est integratio 
| k?sn@a:-cena-d u — Are Tang (**) — |! (u ‚K- a), 


dnag + duu 


Oof+9f = (dnu— dna)du+- 


9 


u) 


. v in U 
praebet /+/ = amu— dna.u-+ | Are Zang (“ -) — lu, K-a) I. qua 
e . . . 2 . . in U ’ 
vero ut nequis, si est u>a, sive => «u, quia tum Arc Ian (—,) tum 2. (u, 
. n 
RK — a) parles continent imaginarias, quare, ut ipsam reducamus et ab incom- 
modo hoc lıberemus, in usum vocamus relationem 


dna =) V sn (a-+ u) 
= (0 4 
tina» dn 4 ie) sn(a— u)’ 


lu, K- a)-+ S(u, a) = Arc Tang (Ü 


ın ($. 134) Theoriae functionum modularıium enucleatam, quo fıt 


"Inu 


+f => mu—dna.u-+ —[ Arc Tan (-) - Arc, Tang(-- )+S(u, a) 


tnd* dn% 


el quıa secundum formulas (12 in $. 33) eiusdem Theoriae est 


2 tn % dnd tn u l+dn(a— u) 
Are Lang ( . -) — Are Iang ( nz ‘) = logy a’ 
De n 


et insuper S(u, a)— ina.dna.u=— D(u, a) (Conf. $. 116 Theoriae f. m.), 
adıpiscimur formulam satis reductam 


/1+d 
[+f = ımu+ [og ] er D(u, a) | 
“ 1 + dn Fre in 2 


et ab ıncommodo supra Jicto Fe ER 





j /1+tan (a— u) l + dna- dnu + Ä? snd- 'sn% (cn@- enu — sn@*snu) 
Ouıa log) - —= ]oo 
” of 1-Han (a-Hu) oF 1 +dna-dnu— K’sna: “snu (enQ* -cnu + sn@ *snu) 
1 + c0os2 u c0s2. 7 + sin2u sin2x cos(2v+p) 
95/1 cos 2. c0S2.r + sin2 u sin2x cos (2v’ +9) 


sı 20° = r— 2» sumitur, construamus trıangula duo sphaerica, quorum prımum 
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inter latera 2 u et 2x contineat angulum 2v-+%, et alterum inter latera 2 u 


- 


et 2x contineat angulum 2” +; sı trianguli illius latııs tertium = 2g. et huius 


latus tertium est = 2g‘, valent formulae 


cos2g = cos2 u cos2x + sın 2 u sin? cos (2» + p), 
cos2g’= cos2 u cos2x + sin 2 u sin? cos(2v +), 
’L+-dnl(a— u) '1-+ c0s2g cosg 
= log / = log 

l+dn(a-+ u) 1 + c0s22 cosg' 

| | 08? (u — x) cos’? +3) + 008*(u + z)sin’(v +37) 
aa M ; rn . 2 . ’ h 
© cos’(u — 2) 608?(v + a +c08?(u + z) sin? (+4) 


quare est log] 


ideoque /+f = 9 + cot2» . (log — ;—D(u,a) quae formula eam potissi- 
l P r cosg | | 


mum ob rem est notatu Genie Eu continet Integrale D>(u, a), cu est 
natura hyperbolica, cum integralia a functionibus modularibus pendentia ea, 
quorum natura est hyperbolica, in rebus geometricis rarissime occurrant. Areae 


fetf Ipsae nunc exprimuntur formulis 


cosg - cos (u — 
2./=9+.col?2v. (1og © re pie Du, a)), 


c0Sg - c0S(u+.r) 


‘) £ ) ‚(log ) ’ 
2./=9+.cot2ı cos”. c0s(u—a) -D(u, a) 
Argumentum u= K, sive quadrantı moduları aequalıs fit, sı est amplı- 
tudo g = 537, sve @ = 0, et quia dn(K-a) = dn(K + a), ideoque 


/I+dn(a—u r 
17 en Zn a tune =V fit, area DD'sD= 3;7—cot2v.D(K, a) et tota 


area DAD,BD=1r-2.cot2v.D(K, a)*) fıt. 


log 


11. 


Etiarn rectificatio curvae pendet ab integralibus modularibus, quorum 
vero natura non est hyperbolıica, sed ceyclica. Sit arcus DM =s et pariter arcus 
D,M,= s’. Notissima est forınula generalis 

Oy cosy-Ox, 
sinp cos p 


sin? 
quia vero sın P= ind’ quare 


*) Si curva est aequilatera, sive 2 = 47, formula = — 2cot2»[K(tna. dna — ela) + Ea]| | 
-2Keos?2u + 2cot2r (E.a — K.ela) redueitur ad simplicem DAD,BD= a — 2K.cos2ı, in 
qua K est quadrans modularis pertinens ad modulum k = sin2,, quia nunc 20 fit = 2u:, et parameter 
a=K, ideoque ela = E fit. 
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Y(sin?20 — sin?2.r) __ Vlsin(d + #)cos(d + x) sin(d— x)cos(ö + x)] 
ri sin2 0 Pr sind cosd u 
V (sin?d — sin?) Y(cos?ö — sin?.v) 
sind cosod 
sind » CosÖd 


Sm ——n —< ,cosydz 
’ V (sin ?ö — sin®.r) »V (cos ?d — sin“) J ’ 


sıve cosy 


‚est 


e c0syY(cos?d — sin?) — siny - VY(sin?ö — sin?.r) BR 
et quia cosy — Y (cos? u). FT en 5 
componimus 
a cosy-odr 
5 = sind cos6 (cos Zu) «| (cos u — sin?) (ind — sin?) 
siny-Ox | 
(08? u — sin?.r) Y(cos?d — sin?r) 1 ' 
Parı modo invenimus formulam 
c08y-OX 
u — sin?) Y (sin?ö — sin?) 
siny- O0 I 
(cos? u — sin?.r) Y (cos? — sin?.Jl ’ 


ds’ = sınd cosd .] (cos2 u) | (cos? 


(uapropter est 


OX Bo 
u — sin?.r) - Y (sin?d —sin”.r) u 


o 
nn sn, s] u; e { s Pr 
s+ s’= cosy.sın2d ./ (cos?2, . (a 
0 


: Or 
ne abe ee so, RO a 
s®’— s = sıny .sın2Ö.y (cos2, . ar — 5in?2). V(oos?d— sin?) 
0 
Utrumgque integrale pendet a functionibus modularıbus. Sı primum spec- 


tamus, adhibito functionum modulo 


= sınd, fiat sın® =\.snu, sive 
sin.r 
snu = —— 
u sind ’ 
nz nn en . . \ OX 
quo nancıscimur Y(sın?d — sın“ x) = wenu, 9x = Aendu, ideoque V(sin®d—sin?r) 
— (du et 
& j ’ . 
cosy- sin2öY(cos2 u) Ou 
= s = re « , i E a7. F} 
no cos? u 2 . 
| 1— —.— snu 
cos" u 
quod integrale comparandum est cum integrali 
® .’9 ’ ’ ) 
)"snd*snce 4-OU 
RB i une 
ll di EEEE> I . 
(u, ) | 1 — dn ?a - sn ?u 
.) 
2 sin Ö b 


. = ” ® im 4 N 
> g==- = — 3, quo fıt dnca = 
Hunc in finem ponatur dn cosue 05 u sın?, q 


dn a 
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‘ . re 
= cos, Nsn'a= cosH et Asne’a = sın A, ideoque N" sn’asne’a = sin 4u.cC0os#: 
quare est 

cosy - sin20 » Y cos2u 


’ ei b N) 
u en: cos?’u- sinucos’t " Cu, a) 
4 .  c08sy-sin2ö-Ycos2u _ sin« + sin? 2 
( i I En ER 
u ee cos? u sinu cos V(sinesind)  sin2y> ©! 


(1.) (+5 


= —— - ('(; \ 
u; - CGlu, a), 


quae est formula satis simplex, in qua tum argumentum u, tum parameter a de- 


terminantur formulis ad modulos A = sınd et A = cosd relatis 


__ sin ; cos # 
mu O4 ind’ En az 
i sind s 
dnzv = cos, et dna = cos an 9, 
(2.) lang.r | tang Ö 
eancu = enea= 


tang 0 ’  tangıF 
dne’a = cos tu, 
sin u 
ne am nos)" 
. ; | i k 1 
Qua sınce=Asnu=sn (Hu, :) et cos? =XYsna = sn (7 a, =). 


addımus formulas 


’ 1 A 1 
(3.) am (. U, 2) =v et am (Ha, ») = 


Argumentum u quadranti moduları Z ad modulum % pertinenti fit aequale, si 


—% . 


a) 


ad ponitur, quare Dg + Dig er Dg D,= 


4 r 
sin2v 


.'C(L, a), ideoque tota 


sin?» 


peripheria Dg‘D,gD = .C(L, a). In eruenda differentia s’ — s adhi- 


bitis iisdem modulis 4 = sind et# = cos Ö, quı vero nunc permutentur, ponatur 
. . » f 2 NV . Pr u r 
sınz = Xsn’v, quo fit ] (cos Om sin?) =) en’e, dr = Yen’e. de, 

. . N s 

siny - sin2dVcos2u J Or 


cos? u 
® 


4‘ 


et Ss > 


quod integrale comparandum est cum integrali 


4" sndb r sned P 0% 


s 
u ve b au E En | 
(v, ) -/ 1— dn?b » su ?v 
© 
y 


in finem sumamus —— = dnd‘ ae cos) . 
Quem ın cosu — Ind‘ ,„ swednd = 05, 6087, quo 


15* 
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n cos0 Bias i j 
ft dned = —,,, = cosu, Asnd = siny et Asnch=sinu , quare #’snch 
i 4 


= sın ysin (4, Ideoque 
sin y » sin20Y cos2 u 


d 


. 'Cle, 5b) 


$ ss = 5,73 a. 
cos usınuasıny 
' 10.obei siny - sin20 - V cos2u sine + sin? 2 r | 
et quum reducendo obtınes —— u Sr a FE, 
Ä cos ?u sin u sin’ Y (sin «sin 2) sing, ; "Prmula 


persimplex orıtur. 
(4.) Bi = 1 a . IN 
2) 0. 
cuius argumentum € et parameter Ö determinantur formulis ad modulos 7 = cos 


u 


et = relatıs 
sin», 


[ sin. ’ 
a 25 > DER -———, 

\ cos 0 - sind 

sin u 

dne = cosw, ei sncb = ——— 

(5 | sınd ’ 

D.) | 

\ ener = tangd .tangw, dnd = cos, 
dncb = cos 1, 

} lang; 
| == u 

un tang od 


12] 1 . ‘ a 1 . M ı 
lent formulae 
1 1 
(6.) am\4Ar, Fr ee ; el amı\ b 7 u \ 


E formulis (1 et 4) coniunctis componuntur denique 
C(u, a) + 'C (v, b) 


s = n 
7.) \ sin?» 5 
4‘ . f) . y w 
sın2v 


Duabus integralibus ‘C*(u, a) et ‘C*(e, 6), quibus arcus s’ et s exprimun- 
tur, natura est eyclica, uti plerumque fit, sı integralia a functionibus modularibus 
pendentia adhibentur in disquisitionibus Geometriae et Mechanicae analyticıs. 

Si dilferentiale areae d/ applıcata y exprimere volumus, formula 
Of = siny.d.x generalis ıllıco praebet 

of = ylana-snp): VI(sin« ” on er = N 2 >siny)]| ’ 
? / y) (A—sinesiny)(l + sin Asiny)] 


et parı modo exprimitur Of, dummodo applicatam y permutas cum applıcata — y‘, 
pn P-dv 
‚ vides formam esse talem, ut sit d9f = "YR’ 


Osiny 
cosy 


et sımul « cum ?, el qua dy = 
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sie =ssiny ponitur, et P repraesentat functionem ıpsius e rationalem fractam, 
cuius denominator est 1— e?, et cuius numerator est forma ıpsius e cubica, et 


sı A est ipsius e arithmetica forma rationalis integra quarti gradus. (Juia est 


... lico; 
os = sinp’ ıllıco ınvenitur 
I — c0sy- Osiny 
De m en nn ——— 
sin2v | ’ h IN 1 ; IN l b )| 
| (sina—sıny) (inf +siny)\ Sn), — sm) sing tıny 
P.ov 


quare se ıterum # = siny sumitur, est ds = VR in quo A est forma ipsius « 


rationalis integra sexti gradus, scilicet 


; ; l l 

h= | (1— ev?) (sına — v)(sın ? + e) ( a ep + c) 
quare casus iste specialis in eo potissimum est memorabilis, quod integratio nıhı- 
lominus ab integralibus Abelianis non pendeat. 

Ulteriores de Cireuları meditationes brevitatis causa hic supprimimus, et 
id solum addımus, posita abscissa CO = x et applicata OM = y, curvae aequa- 
tionem fıeri: 

cos?y(1 + sinasın $ — sin’x) + (sina — sin?)sin®.cosy=1. 


Scriptum Monast. Guestph. d. 8. Decemb. 1845. 
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N, 


Ueber die drehende Bewegung der festen 
Körper um ihre Schwerpuncte. 


(Von Herrn Dr. Christ. Gudermann, ord. Professor der Math. zu Münster.) 


1. 


D:: Problem der analytischen Untersuchung der drehenden Bewegung 
fester Körper um ihre Schwerpuncte gehört zu den interessantesten Aufgaben 
der höheren Mechanik. Dasselbe ist vielfach von Kwler behandelt worden. Bei 
einer Behandlung desselben stellte sich das schreckliche Uebel der Augenkrankheit 
und Erblindung des unsterblichen Geometers ein. Nach Euler, welcher das Pro- 
blem, ohne eine vollständige Auflösung gefunden zu haben, aufgeben musste: eine 
Auflösung, welche auch bei dem damaligen Zustande der Integral- Rechnung so 
gut als unmöglich war, ist die Aufgabe mehrfach aufgenommen worden ; aber ıhre 


vollständige Auflösung, welche von der Theorie der Modular-Functionen und 


der Modular-Integrale, so wie von der Ausbildung der analytischen Sphärik 
abhangt, ist noch nicht gelungen. Ein Versuch der weiteren Auflösung 
von Legendre dürfte, als zu wenig befriedigend, ausser Betracht bleiben; die 
Auflösung von Legendre liefert zwar arıthmetische Formeln, aber keine an- 
dern Resultate, und wird wenigstens schon weit übertroffen von der eines 
ausgezeichneten holländischen Mathematikers, in einer dem Verfasser in gefälliger 
Weise zugesandten umfangreichen Inaugural-Dissertation, in welcher zugleich 
eine Geschichte des Problems enthalten ist, mit dem Titel: „Specimen inau- 
gurale de motu gyratorio corporis rıguli nulla ei acceleratrice sollicıtati, ete.” 
auctore Adolpho Stephano Rueb, Roterodamensi, Traiecti ad Khenum, ex 
officina Joh. Altheer, 1334. In dieser Abhandlung wird die Aufgabe: die Lage 
des Körpers für jede beliebige Zeit in Beziehung auf einen festen Aequator zu 


bestimmen, nicht ohne Erfolg aufgelöset. Aber in Beziehung auf diesen festen Ae- 


«uator lässt sich das Gesetz der Bewegung des Körpers noch viel anschaulicher 
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darstellen und die Richtung der augenblicklichen Drehaxe genauer bestimmen. 
Der in Anwendung gebrachte Modul kann, sammt den Amplituden, sphärisch 
construirt werden; auch ist die gesammte Grösse der Drehung des Körpers nicht 
bestimmt worden. 

Zu der augenblicklichen Drehaxe gehört ein sich nicht drehender, aber 
mit der Axe zugleich schwankender Aequator, und man kann die noch schwieri- 
gere Aufgabe stellen: für jede beliebige Zeit die Lage der Hauptaxen des beweg- 
ten Körpers ın Beziehung auf den sich nicht drehenden, aber nach einem be- 
stimmten Gesetze schwankenden Aequator anzugeben. 

Hierdurch wird die wiederholte Behandlung der Aufgabe, die ungeachtet 
des oben genannten lobenswerthen Vorganges, so wie ungeachtet der neuern aus- 
gezeichneten Behandlung desselben Gegenstandes im 29!en Bande dieses Journals 
durch Jacobi, gerechtfertigt sein. 

Da die Euler’sche Herleitung der Fundamental-Formeln auch in deın 
Lehrbuche der Mechanik von Poisson reproducirt und die Uebersetzung des- 
selben von A. Stern, (Berlin bei G. Reimer 1835 u. 1836), in Deutsch- 
land verbreitet ist, so darf ich der Kürze wegen auf diese Uebersetzung ver- 


weisen. 


2 
Die erwähnten Fundamental-Formeln Kulers findet man in ($. 414) der 
genannten Uebersetzung; sie sind 


toi 


‚dr 2 
Gy+t&b—-Apg=0, 


10) 

(1) By, +(A- C)pr=®0, 
Op 

Aa, t(C—B)gr=d. 


A, B, C bezeichnen die drei Hauptmomente der Trägheit des beweg- 
ten Körpers in Beziehung auf die drei orthogonalen Hauptaxen Ox,, Oyı, Oz; 
des Körpers, welche sich in seinem Schwerpuncte O schneiden; p, g, r sind 
die veränderlichen, als Functionen der Zeit { zu betrachtenden, drei partiellen 
Winkelgeschwindigkeiten des Körpers, sich beziehend auf Drehungen des Kör- 
pers um die drei Hauptaxen Ox,, Oyı, Oz,, welche im Körper fest sind und 
sich mit ihm zugleich um den festen Schwerpunct O drehen. 

Die Momente der Grössen der Bewegung aller Puncte des Körpers ın 
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Beziehung auf diese Axen, deren Ebenen also mit den Coordinaten-Ebenen 
z»O0y,, Ü1Oz, yı$Oa, parallel sind, finden sich in ($. 409); es sind die 
drei Producte 

Ap ’ bg ne 

Wird aus der Summe ihrer Quadrate die Quadratwurzel gezogen, so er- 
hält man das Hauptmoment der Grösse der Bewegung aller Theile des Körpers, 
nämlich 

V(Ap? + BP q’ + Ür?). 

Multiplicirt man die drei Differential- Gleichungen der Reihe nach mit 
Cr, Bg, Ap und addırt sie, so erhält man A’pdp+ B’ygdg + Crdr =, 
also durch Integration: 

PpP+Bf+COr=e, oder 
(2.) VAp+Bgy+Ur= e. 

Das Hauptmoment der Grösse der Bewegung aller Theile des Körpers 
ist also im vorliegenden Falle unveränderlich, und es bezeichnet e die Grösse 
dieses Hauptmoments, 

Zieht man durch den Schwerpunet O des Körpers eine gerade Linie, 
welche auf der Ebene dieses Hauptmoments senkrecht steht, so heisst sie die Axe 
des Hauptmoments. Diese gerade Linie hat eine während der Bewegung des 
Körpers unveränderliche Lage ım Raume; deshalb macht sie mit den drei 
Hauptaxen des Körpers veränderliche Winkel, deren Cosinus, ın Beziehung auf 
die Reihefolge Ox, Oy, Oz, der Hauptaxen, 

(3.) Ap Ba Cr 

u PR Er 
sind. Diese Cosinus sind lediglich insofern veränderlich, als p, g, r Functionen 
der Zeit £ sind. Die Summe der lebendigen Kräfte aller Theile des Köpers findet 
sich in ($. 419), und ıst= AP + B’ + Cr”. 

Multiplicirt man aber die Differential-Gleichungen (1) der Reihe nach 
mit 7, 9, p, so giebt ihre Addition Apdp= Bgdg+ Crdr =W, und hieraus 
erhält man durch Integration 

(4.) Ar +bi’+Crt=h. 
Demnach ist also die Summe der lebendigen Kräfte aller Theile des Kör- 


pers von unveränderlicher Grösse, und die Constante A bezeichnet diese Summe. 


Soviel war der Kürze wegen aus dem genannten Werke zu entnehmen, 


dessen weitere Benutzung hier nun überflüssig ist. 
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3. 


Der erste Theil unsers Problems besteht darin, die drei Winkelgeschwin- 
digkeiten », g, r als Functionen der Zeit darzustellen; und zwar so einfach als 
möglich. Zu dem Ende müssen die drei Differential-Gleichungen (1) in (No. 2, 
noch auf andere Weise als oben geschehen integrirt werden. Bei diesen Inte- 
grationen legen wir den Fall zum Grunde, in welchem die drei Haupt -Trägheits- 
Momente A, B, C des Körpers alle ungleich sind. Es sei A das kleinste, 5 
das mittlere und € das grösste Moment, oder 


A-B<C. 


Wo es nöthig, kann man auch die gerade entgegengesetzte Reihefolge 
Statt finden lassen; wobei dann das mittlere Moment wieder B sein wird. Setzt 


man aber, in Beziehung auf die vorige Annahme, der Kürze wegen 


o-B 


ee BEE. 
Fr... Feel a ee 


so sind 4, 44, v positive Verhältnisse, und die genannten Differential-Gleichungen 
verwandeln sich in folgende: 


op 
Ay; m. gr ’ 
og 
(1.) u, — tu.pr, 

ic 
DER PT 

A+V rn 

in welchen 7, «, » durch die Bedingungs -Gleichung u = j2j, mit einander 


verbunden sind. Elıminirt man aus diesen Gleichungen die Producte der verän- 
derlichen Grössen, so erhält man drei Gleichungen, welche integrirt werden 
können, nemlich: 


„% b) 
pP q 
DR rn = const. 
p? r: 
Fi const, 
2 2 
q r 
ut7z7 > vonst. 


Die in diesen Gleichungen vorkommenden Constanten lassen sich aber auf 


die beiden, schon oben ihrer dynamischen Bedeutung nach bekannten beiden 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIII. Heft 2. 16 
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Constanten h und e zurückführen. Eliminirt man nämlich aus den beiden Glei- 
chungen (2 und 4 ın No. 2), nämlich aus 
Ap? +-DBD q +-Cr=h und 
b) 


Ap+ b’g° + Ur e 


der Reihe nach r, 9, p, so lassen sich die Resultate wie folgt darstellen: 


p® g° he—e 
a ae ET € 
r4 u (C—-A)(C— b) 
2 2 2 
(2. q SuEBIER... —hA 
u Mes (B-A)(C— A)’ 
r p a e? — hB ” 
» 3 B-DIC-D’ 


und hierdurch sind zugleich die Constanten in den vorigen Gleichungen ermittelt, 
d.h. durch die beiden primitiven h und e ausgedrückt. 

Aus diesen Gleichungen und aus den Gleichungen (1) sieht man, dass 
pP, 9%, r Modular-Functionen eines Arguments z, welches mit der Zeit £ in eı- 
nem constanten Verhältnisse steht, oder doch mit £ zugleich gleichmässig wächst, 
proportional sind, und dass diese Modular-Functionen ausserdem den gleichen 
Modul haben; welchen wir durch k bezeichnen. Den conjugirten Modul werden 
wir also 4’ nennen, so dass A‘ = Y(1 — 4°) ıst. 

Setzt man wirklich vu = nt + const. und ferner, mit Beziehung auf den 


Modul %: 
g=a.snu „ p=db.canu und r=c.dnu, 


so ıst 
0q Op or 2 
5 na.cmnu.dnu , = —nb.snu.dnu j neh .Ssnu.cnu, 


und werden diese Werthe in die Gleichungen (1) gesetzt, so ergeben sich die 
einfachen Bedingungs-Gleichungen 
nb=iac ,„ na=ube ,„ ncR=v.ab, 
welche, paarweise mit einander multiplicirt, sich ın folgende verwandeln: 
n nk nk 


V(Au) b= V(urv) ou er 


V(Av) 
Demnach haben wir schon dıe Formeln 
nk nk N 
ei "77°75 Wesen SE Balls TE 7° Ya a 9 dnu, 
und es sind nur noch die Constanten rn und k zu bestimmen. Substituirt man, 


um sie zu ermitteln, die gefundenen Werthe in den Gleichungen (2), so erge- 


ben sıch die Ausdrücke 
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Juv(hC— e?) 
nk=\ c-nC-b 
 huv '(e? —hA) 
n=V (Bo. 1) (C—- 4)’ 
/ Juv(e® —hB) 
nk =} (B-A)(C-b) ’ 
| Eh | 
oder, wenn man für Auv seinen Werth mes Tue ) setzt, folgende 


einfache Formeln: 


(B- A) (hC-e) 
nk= | ABC er. 
ı/(C—-D) (® — hA 
(3) ee 
/(C— A) (®—hB 
nk = | (© ee l . 


woraus noch für die beiden Moduln k und 4‘, 
= y@-Mac-e) 
(4.) Fr (C—b)(®—hA)’ 
Ä ‚4/60 - N) (®— kB) 
Zum: (C—-B)(® —hA)’ 
folgt; welche Ausdrücke wirklich so beschaffen sind, dass +” =1 ıst. 
Die Ausdrücke der drei Winkelgeschwindigkeiten p, g, r selbst sind jetzt 


ohne alle Zweideutigkeit: 


/ I6-e | 
=) Y .cnUuU, 





A(C 2 
5. *. / u - 
ein V irn... RER 
r=V ce -D .dnau = C(C—- B) —k 


und ın ihnen beziehen sich die RE sämmtlich auf den Modul %. 
Aus diesen Resultaten setzen wir zur Erleichterung der künftigen An- 


wendungen noch folgende Verhältnisse zusammen: 


ı _ YVAlC— A) 

Fa 2 vo Ei dee 

Bi V B(e —hB) ii ae 
(6.) q A(e —h. A) 

2__ vo. 

a Ta 

wi wo 

r N Bean) Mu. 





IG* 
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Da unter den drei Winkelgeschwindigkeiten bloss 4 so beschaffen ist, 
dass sıe für u = 0 verschwindet, so lässt sich, in Beziehung auf sie, die Con- 
stante in der Gleichung wu = nt + const. so bestimmen, dass diese Winkel- 
geschwindigkeit y = 0 sei für 2= 0; dann ist die Constante = O0 und also: 


” ‚(C- B)(®—h A) 
(7.) u=n.t=| jr u 


4, 


In den so eben entwickelten Formeln wird vorausgesetzt, dass ® —hB 
positiv und 4< BC sei; woraus schon folgt, dass auch die Differenzen 
hC— e’ und e — hA positiv sein werden. Unter diesen Umständen sind alle 
in Nr. 3 gefundenen Formeln reell, d.h. nicht imaginär. Wenn aber gleich- 
wohl die Differenz e®— hB nicht positiv, sondern im Gegentheil negativ 
ist, so würden von den entwickelten Formeln mehrere imaginär werden, 
wenn man in diesem Falle die frühere Annahme AB C beibehalten 
wollte. 

Diesem Uebelstande entgeht man, wenn man in dem Falle, in welchem 
die Differenz e®— hB negativ ist, die Reihefolge der drei Trägheitsmomente 
A, B, C geradezu umkehrt, und annımmt, dass dann A> B>C sei; woraus 
ohnehin auch schon folgt, dass nur die Differenzen RA—e und "—hC 
positiv sein werden. 

Hiernach haben wir also zwei verschiedene Fälle: 

I. Den Fall mit der Annahme A B=<CundhB=<e, 
II. Den Fall mit der Annahme A>B=>CundhB> ee. 
In beiden können zunächst die für die Constanten rn, k, k', nk, nk‘ gefundenen 
Formeln gebraucht werden, weil sıe nicht imaginär sind. 
Bei der Anwendung der Formeln für p, g, r in dem angegebenen zweiten 


Falle ist aber nun zu setzen: 





B—ÜC A—C A—B 
BF He Mi ee Sa 
Die Formeln (1) in Nr. 3 verwandeln sich dann zwar ın 

op 

=*r „.gr, 

0g 

Ti 2 

Or _ ” 

ui u; 
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aber sie gehen sogleich wieder in die früheren über, wenn man, ohne die Re- 
lation u = nt zu ändern, nur gleichzeitig durchgehends —p statt p, —q statt y 
und —r statt r setzt, wodurch die Formeln (5 in Nr. 3) sämmtlich das Vorzeichen 
— erhalten, durch welches angezeigt wird, dass die Winkelgeschwindigkeiten sich 
nun auf solche Drehungen um die Axen Ox, Oy, Oz, beziehen, die den frü- 
heren gerade entgegengesetzt sind, übrigens aber dieselbe Grösse haben. 

Die Formeln (6 in Nr. 3) leiden hierdurch keine Aenderung. 

diesen Bestimmungen der Vorzeichen weichen unsere Formeln von 
den in der erwähnten Abhandlung von fiued auf einem anderen Wege gefunde- 
nen und auch noch darin ab, dass hier {und z zugleich verschwinden; wodurch 
ein höherer Grad der Einfachheit erreicht wird. 

Bezeichnet man die zu den Moduln k und A gehörigen Modular - Qua- 
dranten mit X und K’, so erhalten bekanntlich alle Modular-Functionen von z, 
mithin auch die drei Winkelgeschwindigkeiten p, 9, r, wieder dieselben Werthe, 
sobald das Argument u um 4K sich vermehrt hat. Bezeichnet man den zu die- 
sen Incremente 4K gehörigen Zuwachs der Zeit durch 47, so ist 

nt+4T)=u+4K und auch nt =u, 
und hieraus folgt 
K 
(1) T= 2 

Ist die Zeit 7’ nach dieser Formel berechnet, so werden alle drei Winkel- 
geschwindigkeiten für eine beliebige Zeit ? dieselben Werthe später gleichzeitig 
wieder erhalten, wenn sich die Zeit? um 47 vermehrt hat. Während des ersten 
Zeitquadranten 7 sind alle drei Winkelgeschwindigkeiten p, g, r im Falle (I) 
positiv, also im Falle (II) negatıv. 

Bezeichnet man ferner die drei Winkelgeschwindigkeiten für {= 0 durch 
Po» 90, Fo; für t= T durch p,, 91, r1; für t = 27 durch p,, 9, 725 für t = 37 
durch p3, 95, 3 , so erhält man folgende particuläre Werthe der drei partiellen 
Winkelgeschwindigkeiten: 








‚hC-e? ‚hO-e | 
pp = } ACH’ pı=®, m= — Vacc- pn oe 
Ihe | /hC-e 
(2.) %= 0 , = V 36 —B) Y G= = 0, n= = —) B(C- B) , 
‚e—hA Je—hB | Je—hA ‚e—hB 
=) Cem)’ i. =) C(C—B) n= u RR @ n=y C(C—B) ’ 


Werthe der Winkelgeschwindigkeit für 2= 47T sind. 
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Die hier angegebenen Werthe gelten im Falle (IT); aber im Falle (II) ist 
jede dieser Geschwindigkeiten entgegengesetzt zu nehmen. 

Die Winkelgeschwindigkeit r ıst im Falle (I) immer positiv und im 
Falle (IT) immer negatıv. 

In dem mittleren Falle, in welchem A B— e? weder positiv, noch negativ, 
sondern = ® ist, wird der Modul #4 = 0, also k = 1; mithin verwandelt sich, nach 
($.7) der Theorie der Modular-Functionen, beim Gebrauche der eyklischen Län- 


oenfunctionen, snz in sin/u, ent in cos/u, und dn z in cos/u und es ist also dann 





„‚hC—e? RE 1 b) ] h(C—B 1 
p = | A(C-A vn Um A(C-. 1) cos/!U= | A(C-A) n- Go8u 3 
) hUÜ—e 7, 
(3.) | = 17 Bon: sınlu = I 2: sın/u = Vz . ang U, 
‚e Bun. 1 h(b—1 A) ] /h(B— A) 1 
= 1 Cc_N' ‚cos/u = c(6_2' ‚cos/u = C(C-A) Cosa’ 


Das periodische Verhalten der drei Winkelgeschwindigkeiten hat also 
dann aufgehört, da die hyperbolischen Potenzial-Functionen nur noch imaginär- 
periodisch sind. 

In den besondern Fällen, wo der Modul k=0, aber nicht gleichzeitig 
.‘ = ıst, wird 


hC-e 
p=V C- ay-cosu, 


hC-e . 
(4.) g= V Be) ru» 
‚_ye-hA 
U CO-D' 


weil alsdann dnz = 1 ist; daher ist in diesen Fällen die Winkelgeschwindigkeit r 
constant. Diese Werthe gelten also, wenn A= B ist, oder auch, wenn =h(; 


und in diesem letzten Falle ıst sogar 





h e 
p=0,g=0wmdr = To 
Ö  - 
IıtA=B=(, aso}= 4“=v=Ü, so erhält man = -V, = 0, 
Or 
Tin 0, also p= const., g= const., r = const. 


7 
- 


It = hA, so folgt aus den Gleichungen (2 in No.3) g=r=V\, 


, 


also p=| Z3=734 
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i hC—e? 
Ist blos B=C, soistA=0 und n=0, also p= | Ce 
/(hC — ?) (e®— hA) / ee —hA 
g=y — *- .t und r= C(-4)' 
5. 


Es trägt nicht wenig zur genauern Kenntniss des Wesens der drei Win 
kel-Geschwindigkeiten bei, wenn man die Grösse der gesammten Drehung be- 
stimmt, welche in Folge einer solchen allein vorhandenen Geschwindigkeit um 
die betreffende Axe während der Zeit Z hervorgebracht wird. 

Sind P, O, KR die respectiven Winkel oder Hauptbogen, welche während 
der Zeit £ beschrieben werden, so ist 


op 0 OR 
zer, = g und — =r, 


und hieraus folgt schon 


(1.) P=fp.oi 3 = he e R=/r.or 


Werden hierin für p, g, r die Werthe aus (No. 3) substituirt, so erhält 
man, mit Benutzung der Formeln im Zusatze zu ($. 61) der Theorie der Modular- 


Functionen und der Modular - Integrale: 


BC k | 
P= V (BZ (6-4); ?retang |; ene U | ) 
r lien, AC (1 + k) dl — ksnc u) 
(2.) Q | (B-A)(C—B)' log sV A—k)(l-+ksnceu)” 
AB 
R= 1% (- u (C- 2 „amu, 


für den Ausdruck der Mc des Körpers um die einzelnen Axen 
Ox,, Oyı, Oz,, welche seine Hauptaxen sind. Der mittlere Ausdruck kann 
auch also au Kirn werden: 


AC 1-+ ksn’zu AC 


P=\ B-DC-D‘ log“ 1—kon’tu =] (B- A)(c-B) * 
AC ’ 
[Are Tang(k) — Are Tang (k sneu)] = 2 V BA) (cp); A Tang (ksn’ zu). 
Sind P,. O,, R die Werthe von P, O0, Rh für t=0, so ist P,=®; 
O,=0, R,=0. Sind P,, Q,, R, die Werthe von P, Q, R für t=T, 


also für v=%, so findet man 
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j BC 
P.= l B-2)(0- A) .arc tang ( ’ 
AC k 
= | ar ” u B)‘ ‚L2arc tang (5) ’ 


=) (U Pr 37. 
Erhalten für 2= 27’ die Drehungen P, Q, R die Werthe P;,, Q,, R 


2» 
so 1st 
P,=%, 
AC k 
u ie. a —ı= 
4 AB 
fi: =| C-BEC-HN' = 2hı. 
Die Gesammt-Drehungen um die einzelnen Hauptaxen am Ende der Zeit 
3 T sınd 
BC k 
P,=—) Bay tag (%)=-Pı, 
j AC 
0; — +] (B-A)(C-B)' taetng(e ;) = + 0), 
| AB 
R=+) 6 Cm: 3Rı. 


Ist endlich die ganze Zeit 4 7’ der völligen Umdrehung des Körpers ver- 
strichen, so sind die Gesammt-Drehungen um die einzelnen Axen: 


P,=P, =, 
Q,= =, 
R,=4R,=V = Er (CE, ‚Ir. 

Die Winkel-Geschwindigkeiten p und g um die Achsen Ox, und Oy, 
heben also, indem sie negativ werden, die durch ihre positiven Werthe hervor- 
gebrachten Drehungen wieder auf, und so kommt es, dass am Schlusse der vollen 
Zeitperiode 4 7 die Gesammtdrehungen um diese Axen wieder auf ihre Anfangs- 
Werthe Null zurückkommen ; die Geschwindigkeit r aber, um die Hauptaxe Oz,, 
welche im Falle (I) immer positiv, im Falle (I) aber immer negativ ist, bringt 
ein mit der Zeit Z zugleich beständig wachsendes Resultat der Gesammt-Drehung 
hervor; nach jedem Zeitviertel 7’ kommt, von £=0 an gerechnet, eine gleiche 


Gesammt-Drehung A, zur vorigen hinzu. 


Im Falle (II. von No. 4) gelten ganz dieselben Resultate; nur sind dann 
alle entgegengesetzt zu nehmen. 
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Beschreibt man aus dem Schwerpuncte O des Körpers eine Kugelfläche, 
mit einem Radius, welcher eine beliebige Längeneinheit ıst, und wird diese Ku- 
gelfläche von den drei Axen Oa,, Oyı, O2, in &,, Yı, 2ı getroffen, so ist a,y12, 
das zu den Hauptaxen des Körpers gehörige sphärische C oordinaten- Dreieck, 
dessen jede Seite ein Quadrat ist. Vermöge der Winkelgeschwindigkeit p ist 
also dieses Dreieck am Ende der Zeit Z auf der Kugelfläche um x, so gedrehet 
worden, dass dadurch die Ecken y, und z, in dem Hauptkreise y,z, selbst um den 
Bogen P, und zwar in der Richtung yı —> 2, verlegt worden sind; wie in (Fig. 1.) 
durch die neben der Winkelgeschwindigkeit + p gezeichnete Richtungslinie in 
der Form eines Pfeiles angedeutet wird. 

Eben so bringt die Winkelgeschwindigkeit g, wenn sie positiv ist, eine 
Drehung um y, in dem Sinne z, —»>%, hervor, wodurch die Ecken z, und x beide 
um den Hauptbogen Q in dem angedeuteten Sinne verlegt werden. Die Win- 
kelgeschwindigkeit r bringt, wenn sie positiv ist, eine Drehung um z, in dem 
Sinne x, —»> yı hervor, wodurch die Ecken x, und y, beide um den Hauptbogen 
R in dem angegebenen Sinne am Ende der Zeit £ verlegt sind. 

Gewiss ist es zwar, dass durch dieWinkelgeschwindigkeiten », g, r wirklich 
die Drehungen ?, Q, RK um die Ecken x, y,, z in dem angegebenen Sinne, 
wenn sie positiv sind, hervorgebracht werden (also wenn sie negativ sind, im 
entgegengesetzten Sinne), aber man würde sehr fehlen, wenn man die drei 
Drehungen P, Q, Kt in irgend einer Reihenfolge nach einander construiren, 
und daraus endlich die neue Lage des Dreiecks x,y, 2, nach der Zeit £ bestim- 
men wollte. Denn bildet man die Ausdrücke für die Coordinaten - Verwandlung, 
indem man jedesmal zwei Ecken des Dreiecks x,yızı, also auch jedesmal zweı 
Coordinaten-Axen um einen gleichen Winkel, welcher die Drehung um die 
dritte Axe vorstellt, verlegt, so giebt jede Abänderung in dieser Reihenfolge 
allemal andere Formeln; wodurch bewiesen wird, dass jede solche Abänderung 
in der Reihenfolge der Drehungen P, Q, R auch allemal die Lage des neuen Drei- 
ecks x, yı2ı als eine andere sich zeigen lässt. Es müssen daher die Drehungen 
durchaus gleichzeitig mit den Geschwindigkeiten p, g, r vor sich gehen, wenn 
man aus der anfänglichen Lage des Dreiecks x yızı auf seine Lage am Ende der 


Zeit £ schliessen will. 


6. 


Fället man von irgend einem Puncte m = (z,Yı2,) des Körpers ein Per- 


pendikel auf die Axe Ox,, so ist dasselbe = Y(2”+ yı), und da p die Winkel- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIII. Heft 2, 17 
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Geschwindigkeit des Puncts m um die Axe Ox, ist, so ist p. (2? + yı) die Ge- 
schwindigkeit des Puncts m selbst, in einer auf den Radius Y(z-+y,?) senkrechten 
Richtung, die also mit der Ebene y,Oz, parallel ist. Diese Geschwindigkeit lässt 
sıch ın die Seitengeschwindigkeiten + py, und — pz, welche mit den Axen Oz, 
und Oy, parallel sind, zerlegen. 

Eben so kann die Geschwindigkeit gY(a/’+ 2°) in die Seitengeschwin- 
digkeiten + 92, und — gx;,, parallel mit Ox, und Oz,, zerlegt werden. 

Endlich hat der Punct m die Geschwindigkeit rY(x? + yı)), welche in 
die Seitengeschwindigkeiten + r.x, und — TYı, parallel mit den Axen Oy, und 
Ox,, zerlegt wird. Daher hat der Punct zn überhaupt die drei folgenden Seiten- 
geschwindigkeiten: 

, =92,—ry,, parallel mıt Ox, , 
(1.) %=rX%—pz,, parallel mıt Oy, , 
0 =PYı— 9%, parallel mit Oz, , 
und seine Geschwindigkeit überhaupt ist demnach 


eo= V(er + ee + 05) 


oder 
2) vegan Ha par pn ge 
Sind nun x, y,z die mitOx, Oy, Oz, parallelen Coordinaten eines Punc- 
tes, dessen Geschwindigkeit = O sein soll, so kann für ıhn # nur dann = ® sein, 


wenn £,, €, ©, für ihn den Werth Null haben; daher hat man zur Bestimmung 
aller derjenigen Puncte, welche ohne Bewegung sind, die Gleichungen 
g—ry=0 , re—p=V , py—-ga=VU, 


welche sıch also darstellen lassen : 
7 X ‚ 
(3.) . . 
p 


Hiernach befinden sich’ alle Puncte des Körpers, welche zur Zeit £ ohne 
Bewegung sind, in einer geraden Linie, die durch den Anfangspunct, oder 
auch durch den Schwerpunct © geht. Diese gerade Linie heisst die augenblick- 
liche Drehaxe. Wird die Kugelfläche, die vorhin beschrieben wurde, davon ın 
R und im Gegenpuncte A’ geschnitten, so ist der Durchmesser FOR, der Rıch- 
tung nach, diese augenblickliche Drehaxe. Sie macht mit den drei Hauptaxen 


des Körpers Winkel, welche bestimmt werden durch: 


p q E 
 Yip+g’-+r?) ’ 


coshOx, - cshOy, = cos hOz, = Vp+gH)' 


Vrrg) 
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Fället man von einem Puncte m = (&,, Yı, 2), der zur Zeit / nicht in 
der Drehaxe liegt, auf sie ein Perpendikel 9, so ist, nach den Principien der 
analytischen Stereometrie, die Länge dieses Perpendikels: 

=] ‚(gar Hrn pa" rpm) 
= | Her ; 
und wırd durch dieses Perpendikel 9, welches als Radıus des Puncts zn in An- 
sehung seines Fusspunctes in der augenblicklichen Drehaxe angesehen werden 
kann, die Geschwindigkeit # des Puncts zn dividirt, so erhält man die Winkel- 
® 


eschwindigkeit des Halbmessers g. Bezeichnet man sie durch w, so dass =u 
Ä 


” 


g 
ist, so ergiebt sich 
(4). = V(pP ++ Tr”). 

Diese Winkelgeschwindigkeit ıst ganz unabhängig von der Lage des 
Puncts zn; d.h. sie ist dieselbe für alle Puncte des Körpers. 

Diese Winkelgeschwindigkeit » wird in Ansehung ihrer Grösse und der 
Richtung ihrer Axe aus den drei Seitengeschwindigkeiten p, 9, r, die sich auf 
Drehungen um die Axen Ox, Oy, © z, beziehen, in ähnlicher Art geometrisch 
bestimmt, wie andere Geschwindigkeiten aus ihren Seitengeschwindigkeiten. 
Schneidet man nämlich auf den drei Axen, von O0 aus, drei Stücke ab, die den 
Seitengeschwindigkeiten um diese Axen proportional sind, und construirt dar- 
aus ein Parallelepipedum, so ist die von @ aus gezogene Diagonale die Axe 
der zusammengesetzten Winkelgeschwindigkeit, und die Diagonale selbst stellt 
die proportionale Grösse dieser Winkelgeschwindigkeit um die gefundene augen- 
blickliche Drehaxe vor. 

Die Formen p =w.coshOx, , y=wcoshOy ,r=wcsRh®z, 
zeigen im Gegensatze, wie eine Winkelgeschwindigkeit » um eine der Rich- 
tung nach bekannte Axe OR in die Seitengeschwindigkeiten p, Y, r zu zerlegen 
sei, welche sieh auf Drehungen um die Axen Ox,, Oy,, Oz, der Reihe nach 
beziehen. Mit der Zusammensetzung und Zerlegung der Winkel - Geschwindig- 
keiten um parallele Axen hat es eine ähnliche Bewandniss, wie mit der Zusam- 


mensetzung und Zerlegung paralleler Kräfte. 


7 
Wir wollen nun auch die zusammengesetzte Winkelgeschwindigkeit 4) 


als eine Function von wu, d. h. als eine Function der Zeit t = . ausdrücken. Sub- 


stituiren wir für p,9,r die ın (No0.3) gefundenen Werthe, so erhalten wir zunächst: 


rmx* 
d 
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ER hb— hC—- e e—hA 
) AC— ion UuUtrgxc- p) sn’ ut cc w.'. dn?u, 

z (CA— A) (e?- —h b) \ z 
und da dn?u = en?u = k"sn?u = cn®u+ C-D(E kN .sn?u Ist, so ergiebt 
sıch nach einer leichten Reduction die Formel 

hA -—_ > hAB+hC— ; 
W— V F nn 6 m u| ’ 
Sind nun w,, W, 2, WW; ui auf einander folgenden Werthe von w für 
t=0,1=T,t=2T, t=3T, so findet sich 


(1.) 








”. hA+hl—e Bi /4Bh+BihC—e) 

nl NN 
(2.) und 
er RB+hC—e _ 1/ABH+AhC-e) 
IE TOR ar ABC 
Aus diesen particulären Werthen erhält man 
. „__hkC—e)(B—A _ (—hC)(A—-B) 
u Dusch Ya ABC er Zum, 


und hieraus zeigt sich, dass immer => w, ist, es mag A<B<C, oder 
umgekehrt A>B>C seın. Ueberhaupt findet man leicht, dass w, das Maxı- 
murm der zusammengesetzten Winkelgeschwindigkeit des Körpers, und w, ihr 
Minimum ıst. 

Also in den Zeitpuncten 0, 27, AT, 6T u. s. w. drehet sich der Körper 
am raschesten, und ın den Zeitpuncten 7, ,T, ,T, -T u. s. w. am langsamsten. 

Durch Anwendung der Constanten w, und w, lässt sich der Ausdruck der 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers überhaupt am einfachsten darstellen. Man 
erhält nämlich 

(3.) w —= Y(w . en?u+ wi-sn? u). 

In den beiden particulären Fällen, in welchen entweder A= B, oder 
auch RC = e? ist, wird % = w,; in diesem Falle reducirt sich also die For- 
mel auf 

za u, = 05 
d.h. in jedem der beiden particulären Fälle ist die Winkelgeschwindigkeit des 


Körpers von unveränderlicher Grösse. 


8. 


Mit der augenblicklichen Drehaxe R’OR hat es eine ähnliche Bewand- 
niss, wie mit den Axen Oa,, Oyı, Oz, selbst; sie ändert mit der Zeit zugleich 
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ihre vom Schwerpuncte 0 aus genommene Richtung. Aber obgleich die in Folge 
Zu Winkelgeschwindigkeit w Statt findende Drehung des Körpers sich auf eine 
stetige Reihe von auf einander folgenden Axen vertheilt, so kann doch nach der 
gesammten Drehung des Körpers überhaupt gefragt werden: gerade so, als wenn 
diese Drehung um eine einzige unveränderliche Axe Statt gefunden hätte. 


i 3W 
Ist /V diese gesamte Drehung des Körpers, so muss 7, = w sein, und 
hieraus folgt r 
IV = Iw.dt. 
ey 


Substituirt man für den in (No. 7) gefundenen Werth und beachtet, 


das dt = 7 Ist, so ist 


1 s 
V= .fou. V(w, en?u + wısn?u). 


0 
Für diese etwas schwierige Integration gehen wir zuerst zu Functionen 
des Complements von u über. Dies giebt 
“_ 
u Ouy(wo- k? snc- u + oa enc” u) 
VW — - I — - 
n dnc % 
P. 
Oz . 
VA-S)ya-R3) 50 erhält man 
/ BR m ji 


(ra » ed 


nad A—R2).yAl—2 
Nımmt man nun einen andern Modul 


V (wo, — 0, k'*) 


m — ‚ so ıst der conjugirte Modul 
wı 


Wird nun sneu = z 2 gesetzt, alsodu= — 


FV = 





| . m) 
!=y(l—X)= e Br 


Nimmt man auch ein anderes Argument ec, von der Grösse, dass mit Beziehung 
auf den Modul 3, z = snee ist, wobei die zu den Moduln 7 und 4° gehörigen 
Modular - Quadranten durch Z und Z‘ ee werden, so ist 


IV W; * dne?v «0% "0, Ov 
nn 1— k?sne?v E77 „er k? 


Dieses Integral ist mit der bekannten Formel 





i 00 o 
J md dA + Putdene) — mancd = Ir, d) 


0 
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® dn’d 


u. ME RR, e) = - 


a nd‘ e+D(e, d), 


u vergleichen, in welcher sich die Functionen des Arguments e ebenfalls auf den 


Modul 7, hingegen die Functionen des Parameters d auf den Modul 7° beziehen 











mögen. 
PR . r V(A k'? k 
Setzt man Behufs dieser Vergleichung itn’d = Abe =. also me d= 777%) 
k Ak 1 V (2? —_ Ki? 
so ıst sne d = ze cnd= IE» dnd= > snd= Mid, : daher ıst 
l u.” 2 1w Oo R 
rn — —__. und da sich auch — 7 = —- findet, so ist 
sn d sne d WR nk HN 
IV - Ce,d . S(o,d) 
tn ddn d 2. (v ie ‚= a dmd (9,4) 
dn’d ; 
= ar Pe. d). 
Werden für die Zeichen ıhre Werthe gesetzt, so erhält man folgende Aus- 
drücke 
._% 1 _ VBC-A(®-hB) (hA+hC-E) 
L a Tg " TFAC—-D(e— hA) (h B+hC-e) 
Ka } en CGB—A)(hC-e) (hA+hB— e) 
jr m A(C—-B)( —hA)(hB+hC— €) 
und ausserdem 
/ yV‘ (e — B) (e® —hA) u l A(hB+hC—e) 
| May BRAHrıC—e) snc ( BAA+IC-—E) 
| (hA+-hB- e) ‚I VP-Dac-e) 
| fd= V; BhA+hC— e) ee 
2.) | sowie 


AC(hB+hC—e) 


ined= V B-NhC-e) 


jnda nn 


\ ] (€ — b)(e® —hA) 
ed= ChRA+hB- e) 


C(hA+-hb— BR 
dn de} AGhbB+hC— ee) dne'd = Vi ven y ul 
i '’A(hB+hCl— 
Demnach ist also /F = | C-De-h. + +C(e, d). 


Da ferner snce = sneuw ıst, so ıst überhaupt 


amcee = amcu; 


in welcher Formel sich amee auf den neuen Modul 2, hingegen ameu auf den 


vorieen Modul % bezieht. Diese Gleichung kann man auch also darstellen: 


k’ 7 


= ' U = —-'tnu 
In« j} in er. in 


odeı 
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eh 
ine = Inl. BhA+hC— e?) 
Am Schlusse der Zeit T ist u=K, also ve = L: mithin wird die sesammte 


Drehung des Körpers am Ende der Zeit 7 ausgedrückt durch 


r VAhB+hl-e) 
L.| Benrath 4). 


Da ferner C(2L,d)=2.C(L, d)und CL, d)=3.C(L, d), ete. ıst, 
so sieht man, dass auch in den folgenden Zeitvierteln Z’ eine eben so grosse wei 
tere Drehung des Körpers Statt findet, als ın dem ersten Zeitviertel ZL. 

In dem Falle (I von No. 4.) findet die Drehung /V in dem durch die Fı- 
gur (1) angezeigten Sinne, und im Falle (II) in dem entgegengesetzten Sinne 
Statt. 

Wir werden weiter unten die geometrische Bedeutung des Winkels oder 
Hauptbogens IV angeben. 


9. 


Um die Reihenfolge der augenblicklichen Axen zu übersehen, haben wir 
nur die sphärische Curve zu betrachten, welche der sphärische Punct fi dieser 
beweglichen Axe beschreibt. Sind X, Y, Z die zu den Axen OX,, OY, OZ 
parallelen Coordinaten dieses Puncts, so ist, weil der Kugelradius = 1 sein soll, 
A=cosKOX, , Y=coshOY, und Z=coshOZ, und also 

(1.) Zeurei, Em-: 


0) () 0) 


Wir wollen im Folgenden die Puncte AR und AR’ die schwankenden Pole, 
und die augenblickliche Drehaxe HOR die schwankende Axe des Körpers 
nennen. 

Substituirt man für p, 9, r, » die in (No. 3 u. No. 7) gefundenen Wer- 
the, so zeigen sich alle drei Coordinaten als Functionen von u = nt, und man kann 
also die Lage des schwankenden Poles in Beziehung auf die drei Hauptaxen des 
Körpers für jede Zeit 2 berechnen. 

Die Anwendung der Parallel-Coordinaten ist bekanntlich für die Untersu- 
chung sphärischer Constructionen nicht sehr geeignet, Deshalb nehme man 


eine Coordinaten - Verwandlung zu Hülfe. Man setze 


X Y 
u; und 3; 


Alsdann sınd x undy die Tangenten der Axencoordinaten des schwankenden Poles A, 
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indem man die Ecke Z, als den Anfangspunct dieser sphärischen Coordinaten, 
Z,X, und Z,Y, aber als sphärische Coordinaten-Axen, A, und Y, als die 
Cardinal- Puncte, mithin den durch X, und Y, gehenden Hauptkreis als die 
Cardinale des sphärischen Coordinaten -Systems (wie in des Verfassers analytischer 
Sphärik) ansieht. Dies giebt 


) | q 
An r une Yy . 


(2.) oder 


/ChC-e) 
KR == l A — hA) «SNe U und 


er 

Bezüglich auf (Fig. 2.) ist = = tangZ, P und y = tangZ,Q und es sind 
Z,P und Z,Q die Axen-Coordinaten des schwankenden Poles R. in welchem 
sich die Applicatenlinien Y, P und X,Q0 schneiden. 


ja) / Chl-— e* 
Setzt man tang p, = l A ar und tanga, = 


BE V C(hC—e) 


/ChC-E) 
B(e®— hB) 





also auch 


(3.) 











u Rn... Me. 2 V chee) 
m Pr = VENaarhe-e> = (C-B/XhB+hC-e?) 
) Ale —hA) /  B(e-hB) 
\ cos ßı = | (C-A)hArRc-e)> °0°%ı =} (C-BXhB+hC-e) 


so verwandeln sich die Gleichungen (2) ın 

(4.) x =tangf,.sneuw und y= tanga, . cncu; 
und hiernach lässt sich die Lage des schwankenden Poles AR für jede Zeit 2 un- 
gleich einfacher bestimmen, als nach den Formeln (1). Elıminirt man w, so 


erhält man die Gleichung 
2 2 


Zu EU 

tang? ?, tang? a, 
und ihr gemäss ist die Ortscurve des schwankenden Poles fi ein sphärischer Ke- 
gelschnitt, dessen innerer Mittelpunct Z, und dessen beide äussern Mittelpuncte 
X, und Y, sind. A,. R,, R,, R, sind die vier Scheitel der sphärischen Ellipse; 
und zwar sind R, und A, die Scheitel der kleinen, und A, und A, die Scheitel 
der grossen Axe. Beschreibt man mit den Radien £, und a, aus Z, Kreise und 
zieht von Z, aus einen beliebigen Radius, welcher den kleinen Kreis in M und 


den grossen in N schneidet und mit Z,R, den Winkel x macht, so ist 
(d.) Äb=5r— amceu 


die excentrische Anomalie des Punctes R. Nämlich die von N und M auf Z, Ri, 


und Z, A, gefällten sphärischen Perpendikel schneiden sich in A, welcher Punct 
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also für jeden Werth von x), d. h. für jede Zeit 1, geometrisch bestimmt werden 
kann. 


Die Tangenten der beiden Parameter oder Krümmungshalbmesser, welche 








i ' tang?« tang? ? 
, > IR . en. Marc karurse AR 
zu den Scheiteln A, und AR, gehören, sind ; und u, er 
VIACE@-RDAC-] , YIRCe Mare) 
7(e® — hB) m Ae®—hA) 


Sind C und C* die beiden Brennpuncte der Ellipse und it ,C=Z,C' 


Cosa, 


cosA,’ und 


= &, so findet man diese Excentricität &, nach der Formel cos &, — 


es ıst ım vorliegenden Falle 


RE B(C— A) (® —hB) (hA+hCl—e) 
j A(C— B)(® —hA)(hB+-hl— ee)’ 
(6.) ER / c(b A) (kC—-e)(khA+rhb—e) 
A(C—-B) (®—hA)(khB+hO — ee)’ 


C(B-A)hC—e)(hA+hB—e) 
B(C—A) (" —hB)(hA+hC—e) 


Vergleicht man diese Formeln mit den in (No. 8) gefundenen, durch 


tange, = V 


welche die Modul 3 und i° bei der Berechnung der gesammten Umdrehung /V 
des Körpers während der Zeit 2 bestimmt wurden, so sieht man, dass 
(7.) ,»=sıne und 7'°= cosg, Ist. 

Hierdurch haben also die Arcus der Modul 2 und 4° zugleich ihre geome- 
trische Bedeutung gefunden. Da sich ferner in (No. 8) amee =amcu fand, so 
ıst noch 

(8.) ame =; r—.b= Winkel R’ZN®) 

Den Formeln (4) gemäss befindet sich der schwankende Pol A zur Zeit 
t=0 im Scheitel R,, für?= Tın R,, fürrt=2Tin h,, fürt=3T in Rh, 
und für = 4T wieder in R,, so dass also der schwankende Pol /t während der 
Zeit AT die ganze Ellipse durchläuft. 

Soviel steht hiernach fest, dass die auf eine unabänderliche Weise mit 
dem Körper verbundene sphärische Ellipse A,R,R,R, mit dem Körper zu- 
gleich sich so bewegt, dass der sich ebenfalls bewegende oder schwankende 
Pol A jederzeit ein Punct der Ellipse ist. Einem Beobachter also, welcher 


seinen Standpunct im bewegten Körper selbst hätte, würde es scheinen, 





*) Fället man vom Brennpuncte C das Perpendikel CF auf Z,N, so ist cot(’Z,F,cotFCZ, 
= cosZ,C; also cotCZ,F = #tncv, mithin ist 
(9.) ame = Winkel FCZ.. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 2. 18 
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das Schwanken des Poles R bestehe darin, dass dieser Punct eine Ellipse be- 
schreibe. 

Die eigentliche Bahn des Poles AR ist aber im Allgemeinen eine ganz an- 
dere, wie weiter unten bewiesen wird; das so eben nachgewiesene Beschreiben 
einer Ellipse ist nur scheinbar, und hat in der gleichzeitigen Bewegung, sowohl des 
Pols Ar, als des Körpers, seinen Grund; es ist die relative Bewegung des Puncts R. 

Beschreibt man aus dem Puncte A einen Hauptkreis, so ıst 

(10)  p.cosMa,+gcosMy,+rcosMz, = 

die Gleichung dieses Hauptkreises, vorausgesetzt, dass M einen beliebigen 
Punct der Peripherie desselben bezeichnet. Die schwankende Axe MOR 
steht auf der Ebene dieses Hauptkreises im Mittelpuncte O senkrecht; daher 
nennen wir diesen Hauptkreis den schwankenden Aequator des Körpers. Wır 
stellen uns vor, dass dieser schwankende Aeqnator keine andere Bewegung habe, 
als diejenige, welche von dem Schwanken der fest mit ihm verbundenen Axe 
VOR herrührt, dass alse der Aequator an den Drehungen des Körpers um 
die schwankende Axe AO R nicht mit Theil nimmt. 

Sowie der schwankende Pol R sich bei der Bewegung des Körpers auf 
dem Umfange der Ellıpse R,R,R,R, bewegt, so wird der schwankende Aequa- 
tor gleichzeitig immer den reciproken Kegelschnitt in einem Puncte $, welcher 
mit dem schwankednen Pole Ä durch das Reciprocitäts- Gesetz verbunden ist, 
berühren. 

Das spätere Bedürfniss berücksichtigend, leiten wir noch eine Formel für 
den Winkel her, welchen der sphärische Halbmesser Z, Ft der Ellipse AR, fi, R,k, 
mit der grossen Halbaxe Z, A, macht. Die Tangente dieses Winkels ist nach 


T 


der analytischen Sphärik = + daher ıst 
a _1/B(CC-B) 1 
(11.) tang IV Z, hi EV ac Inu = | Fe er 


10. 


Die Axe des Hauptmoments e ıst, wie schon in (No. 2) erwähnt, eine 
Linie, welche eine unveränderliche Richtung ım Raume hat und durch den 
Schwerpunct des Körpers geht. Wird die Kugelfläche von ihr ın @ und ım 


Gegenpuncte @° geschnitten, so ıst 
Ap Bq Cr 
e 


(1) osGOXN = — ‚ csGOY, = und csG0OZ =-—; 
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und eben diese Cosinus sind zugleich die den drei Axen Oa1, Oy,, Oz, paral- 
lelen Coordinaten des Punctes G. 
Wir nennen die beiden festen Puncte G und G° die festen Pole des 
Körpers, und die Axe G‘OG die feste oder unbewegliche Axe des Körpers. 
Gehen wir wieder zu den Tangenten der Axencoordinaten des Puncts G 
über, indem wir in (Fig. 3.) tangZ, P=x und tangZ,V) =y setzen, so ist 
44 cosGOX, cos GOY, ‘ a 
wie ımmer, x = c05G 0Z, und Y Z cos GOZ, ; daher findet sich jetzt 


Ap WERE 
X — C»’r und Y GREEN C».r 
(2.) oder 


=] A(hC — e®) | u wer 
= Ce_hN' sncu und y=Y oe_ np), meu. 


E ” '’AlhC-e BihC—e 

Setzt man nun tang 5; = | C E = und langa, = er — e 
woraus 

' /A(hC— e?) ’ 'B(hC— e) 

3.) sın Ps —— l (€ He Ina, = V (C—- B) ey 

und 
2 /’C(®—hA) /C(e— hB) 
cos, = ] C-AHe COS 4, = l “—- 2). 


folgt, so ergeben sich die einfachen Formein x = tang fz. snew und y = tanga, 

.encw, mittelst welcher man die Lage des festen Poles G für jede Zeit Z in Be- 

ziehung auf die drei Hauptaxen des bewegten Körpers bestimmen kann. Die Elı- 
mination der Modular-Functionen giebt die Gleichung 

r? 2 

tang? 5 ” a PM 

Beschreibt man den sphärischen Kegelschnitt G,G,G, G;, indem man 

26 = 26 =ß, und ZG = ZG, = a, macht, so sind G, und 

G, die Scheitel der kleinen und G, und G, die Scheitel der grossen Axe 

der Ellipse; Z, ist der innere Mittelpunct und A, und Y, sind die äusseren Mittel- 


puncte der Ellipse, in welcher zu jeder Zeit der feste Pol G@ enthalten sein wird. 


Ist ferner wieder der Winkel NZ,G, = t die excentrische Anomalie des 
Punctes G, d. h. lässt man wieder von den Durchschnittspuncten M und N des 
Halbmessers Z, N ınit den beiden aus Z, beschriebenen Kreisen, deren Radien 
die Halbaxen #, und a, sind, die Perpendikel VO und MP auf Z, Y, und ZA, 


herab, welche sich in @ schneiden, so ist wieder 


18* 
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(4.) b=3;r— amcu. 

Zu dem festen Pole@ gehört also am Ende der Zeit £ dieselbe excentrische 

Anomalie, wie zu dem schwankenden Pole A. Den Formeln & = tang,.. sne u 

und y = tanga,.enew gemäss befindet sich der feste Pol G für =0 in G,, für 

t= Tin G,, für 2=2T in @,, für t=3T in @,, und für {=4T' wie- 
der in @,. 

Ist ZB = Z,B’ die Excentricität des Kegelschnitts, welche durch &, be- 

_ 0080, 


x daher hat man die Formeln 


zeichnet werden soll, so ıst bekanntlich cos; 


/ 


Be y- A) (e—hB) 
Sy — yo _De@—hA)’ 
/®-4)hC0-e) 


9.) sine = | (C-B)(E —hA)’ 


. ee, 
ee 


und vergleicht man hiermit die Ausdrücke (4 in No. 3), wodurch die anfänglichen 
Modul k und A‘ bestimmt werden, so zeigt sich die Richtigkeit der Formeln 

(6.) k=sınez und k= coss; 
wodurch also der Arcus des Moduls % construirt wird. Fället man vom Brenn- 
puncte B-auf Z,N das Perpendikel BJ, so ist im Dreiecke BZ,J bekanntlich 
cot JBZ,.cotJZB= cosZ,B, also ist ct JBZ, = k' tang JZ,B = kincu 


1 2 ’ 
= —, und folglich 


tina’ 
5. amz = WinkelJBZ,, 
wodurch demnach auch amu sehr einfach construirt wird ; 
Da nach den Principien der analytischen Sphärik - die Tangente des 


Winkels ist, welchen der Halbmesser Z,@ der Ellipse mit der grossen Halbaxe 





macht, so ist 
® /A(®—hB) /A(C—B), 1 
8.) tang@ 2,6, = 3 =] Beer rgyWu=y Bec-D u 


Hierdurch ist die Richtung des Halbmessers bestimmt, in welchem der Punct @, 
von Z, aus betrachtet, liegt. 
Beschreibt man aus dem festen Pole @ oder @° einen Hauptkreis, so hat 


auch dieser eine unveränderliche Lage im Raume; wir nennen ihn daher den 
Festen Aequator des Körpers; die Gleichung desselben ist in Beziehung auf die 


beweglichen Hauptaxen des Körpers: 
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Ap.X+Bog. Y+Cr.Z=0, oder 
(9.) Ap.cos Ma, + Bg.cos My, + Cr.coMz, =0, 

wenn unter M irgend ein Punct des Hauptkreises verstanden wird. Da, dem so 
eben gefundenen Gesetze gemäss, der mit dem Körper auf eine unveränderliche 
Weise verbundene Kegelschnitt @, G,@,@, mit dem Körper zugleich sich so 
bewegt, dass er fortwährend durch den festen Pol @ geht, so folgt, dass der 
zu @,@,@,@; gehörige reciproke Kegelschnitt zu jeder Zeit den unbeweg- 
lichen Aequator berührt, und ihn am Ende der Zeit { in einem Puncte berührt, 
welcher mit dem Puncte @ durch das sphärische Reciprocitäts- Gesetz verbun- 


den ıst. 


11. 


Die Gleichung des reciproken Kegelschnitts, oder doch zunächst die Tan- 
genten der Axen-Coordinaten des zu @ gehörigen reciproken Puncts / in 
(Fig. 4) finden sich aus denen des Puncts @, nämlich: 





x = tang, cosı) und y= langay,.sinab; 
und zwar am leichtesten nach ($. 25) der analytischen Sphärik. Sie sind 


C(e®—hb) 


/C(e®®—hA) 
(1) =— l ‚snew und ge —V}a0-9 "cneu. 


A (h C —.e) 


Ce —hA C(® —hR 

Setzt man nun tanga, —| en 4 tang /, — | B0=» b 
. /C(e? ng h A) . n C(e? — h PB) 

2) in a | c-9e’ un, = | (C-B)e® ’ 
_ 1/AChC—e) » _VB@&C-e) 

osw=V one eA=V ame 


soistay+ß, =: und A, + =; und die Formeln (1) verwandeln sich in 


x = —tanga,.sneu und y- — tang ?,.cneu. 
Die Vorzeichen — deuten darauf hin, dass sich der reciproke Punct 7 


während des ersten Zeitviertels 7’ im Innern des dreirechtwinckligen Dreiecks 
1, Z, Yı' befindet, wenn nämlich X,' der Gegenpunct von A, und Yj' der 
Gegenpunct von Y/ ist. Uebrigens ist a = tang 4, P und y=tangZ,Q. 

Ist 7, H,H,H, der reciproke Kegelschnitt, welcher mit @,@, @&,@; die- 
selben drei Mittelpuncte A,, Y, und Z, hat, und sind H, und A, die Schei- 
tel der grossen Axe 2«,, und A, und H, die Scheitel der kleinen Axe 2/,, 
so befindet sich der reciproke Punct 4 für = 0 in H,, für = T in MH, für 
t—2T in H,, fürt=3T in A, und endlich für {= 4 T wieder in 7},. 
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Es stelle VUN’ den festen Aequator des Körpers vor, welcher vom Ke- 
gelschnitte zur Zeit £ in Fl berührt wird, so wurde er für 2=0 im Schei- 
tel //,, für £—= T im Scheitel A, berührt; am Ende der Zeit 27 war H, der Be- 
rührungspunct, und am Ende der Zeit 37’ war es der Scheitel A,; so dass am 
Ende der Zeit 4 7' wieder A, als Berührungspunct diente, 

Zum Berührungspuncte 7] gehört dieselbe excentrische Anomalie, welche 
zum Puncte @ gehörte, nämlich 


Äh =itrT—amcu; 


nur mit dem Unterschiede, dass jetzt Z, H, der erste Schenkel dieses veränder- 
lichen Winkels ist. Sind A und 4° die beiden Brennpuncte dieser Ellipse, und 


wird die Excentricität 3A = Z,A' = &, gesetzt, so ist nach ($. 84) der analytı- 


hon Sphärik sind; . coSßs . tange; 4. Sin &; 
sche >DAarıE.: COS. h =. sın = un an _yr ’ 
a Be a I 8 fange, 54 = tangßs 


und danach findet man 


/A(C— B) 
COSE, = | B(C—- A)’ 


(3.) N sn, = | m... 


B(C- 3) 
ı/C(bB— A) 


Verbindet man den festen Pol mit dem Berührungspuncte A durch den 
Hauptbogen GH, so hat dieser bekanntlich die Länge eines Quadranten; auch 
ist er die gemeinschaftliche Normale der beiden reciproken Ellipsen @,@, @,@; 
und /7,A,H,H,, und man findet nach bekannten Regeln leicht die Gleichung 
dieser Normale; sie ist 

(4.) e cos Ma+“ % \ cos Myı + abe cosoMz,=%, 
wenn M einen beliebigen Punct der Normale bezeichnet. Diese Gleichung 
setzt uns in den Stand, ein neues und bemerkenswerthes Gesetz zu beweisen, 
welches der schwankende Pol A in Beziehung auf den festen Pol @ und seinen 


reciproken Punct A befolgt. 


Be p r. Eu 
Da nämlich cosAa, = —-, cosfiy, = r und cos Rz, = „ist, so befriedi- 
1 l 


147) 


gen diese Werthe in Beziehung auf den Pol R, wenn wir ıhn für M nehmen, die 
so eben gefundene Gleichung (4): woraus erhellet, dass der schwankende Pol AR 
zu jeder Zeit in jener gemeinschaftlichen Normale GH enthalten ist, welche den 
festen Pol @ mit dem reciproken Puncte H, d. h. mit dem Puncte verbindet, in 
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welchem der feste Aequator von dem Kegelschnitte 7,H,H,H, am Ende der Zeit 
berührt wird. 

Da zu jeder sphärischen Ellipse ein Kegel zweiter Ordnung gehört, des- 
sen Scheitel mit dem Mittelpuncte der Kugel zusammenfällt, so lässt sich 
das Gesetz der Bewegung des Körpers um seinen Schwerpunct auch so ausdrük- 
ken: Der Körper bewegt sıch so, dass seine feste Axe auf dem Mantel 
eines Kegels bleibt, und der feste Aequator von der reciproken Kegel- 
fläche in einer geraden Linie berührt wird, welche mit der festen Axe 
eine Ebene bestimmt, in welcher jedesmal auch die schwankende Ave 
liegt, die sich ausserdem noch auf dem Mantel eines dritten Kegels zwei- 
ter Ordnung bewegt, welcher mit den beiden vorhin genannten Kegeln 
den festgehaltenen Schwerpunct des Körpers zum gemeinschaftlichen Scheitel 
hat. Alle drei Kegelflächen sind auf eine unveränderliche Weise mit dem Kör- 


per verbunden und haben Theil an seiner Bewegung. 


12. 
In (Fig. 4) ist der Fall vorgestellt, in welchem die Zeit 7 zwischen den 


Grenzen O und T liegt. Der Berührungspunct /7 befindet sich noch im er- 
sten Quadranten der Ellipse; er ist auf der Ellipse um den Bogen M,H vor- 
gerückt. 

Rectificırt man diesen Bogen A,Fl, so erhält man die ziemlich einfache 
Formel 


(1.) H,H= '‘C(u, ao), 


V (B-A)(hC—e) 


wo der frühere Modul k = sing, = (© -B)(e A) als Modul der Modu- 


lar -Functionen von w dient. Als Modul der Modular- Functionen des Para- 
Pr A) (e? —h b) 

= (e? äh A)’ 
&, die Excentricität des reciproken Kegelschnitts @,@, . GG, ist. 


meters @ dient der conjugirte Modul 4’ = cos:, = 77 \ wo dann 


Das Argument w jenes Integrals ist das frühere v= nt, und der Para- 


meter a des Modular-Integrals ‘C(w, @) wird durch die einfachen Formeln 





(2.) ama=;37r—: und am’a=a, 
bestimmt, so dass: 
u u | Ce —h a) 
as icB- CB-A) MB 0) 
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AETREN..... ee 1 'C(e®—h b) ] i C(e?—hA) 

ed Tl u une B(A0-e EEE a0 0) 
3 ' in 2a = cot Ey — V C(B-A) dnc az cos ß, = V (C- - B)e: 
PN tang #, un en B) C(e—hB) 


k'sn'a = C0s&,c0os&, = | — — kKndasnß, = — 
sn 3 ıTtange, B(e—n4) " F0C Ps (C— B)e 


sine‘ sing -y ‚(B—A)e 


j er m 
‚dn Az sina* cos; B(e—hA) ist 


Stellt man sich (Fig. 3) mit (Fig. 4) zu einer einzigen Figur vereinigt vor, so 
kann man auch die ın (Nr. 10) gefundenen Constructionen von {7 —amcu und 
am selbst mit hierherziehen. Die Verlängerung von Z,V über Z, hinaus fällt 
dann in den Quadranten AM,Z, H, und macht mit Z, A, den Winkel !r — amc u, 
welcher auch die a Anomalie des Punctes H ıst, indem sie zu einer 
ähnlichen Construction des Puncts Z/ mittelst zweier concentrischer Kreise, deren 
Radien «, und 2, sind, die Veranlassung giebt, wie früher die Constructionen 
der Puncte R und @. 

Der Punct 4, mit velchem der Kegelschnitt 77,4, H,H, am Ende der 


Zeit i den festen Aequator MIN" berührt, wurde durch die Tangenten der 
Axen- Coordinaten 


a. = /C@®—hA) cnu 
®--] AChc—e MU= TV ACKC-—e)' dnu 

C(e—h 1B) C(e—hB) ksnu 
TOT BR) BEWTT BRC- FI un’ 


bestimmt. WVir leiten hieraus erstens die Bestimmung der Grösse des Win- 


kels her, welchen der Halbmesser Z, H mit der Halbaxe Z, HM, macht. Die Tan- 
gente diesesWinkels ıst >; daher ergiebt sich 
‚Ae-hB) 1 _ 1 .(e AB) i am 
= c05°’g sın Inu. 


Ferner leiten wir daraus die zu den Axen OX,, OY,, OZ, parallelen Coor- 
h 4 RER. X 4 
dinaten des Berührungspuncts H her. Da nämlich x = 7 undy =7 ıst, 
wenn man die gesuchten Coordinaten durch X, Y, Z bezeichnet, so können 
wir 


FOR Ge EOS rn EL FERN L ur 


H BJ 











setzen; und da %, + F,+Z,=1 sein muss, so ergiebt sich 
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a eh; . hC—e 2 
M—° 7 -. em ee we krsn’ut- GG  .dnu. 


Da endlich an’u = en’uw+ k” sn?u ist, so erhalten wir nach einigen leichten Re- 
ductionen: 
/C = A 


ge | (1— dn” asn?u) ; 


H=e] 


und wird dieses benutzt, so ergeben sich die Ausdrücke 


— snc @* cnu 
Y(l— ana - sn? u) ’ 


y = cosHa, = 

(2.) Yy a H 0 k “snd*snce@- sn%ı 

u a V(l—dn?a - sn’u) £ 

+ enc a dnu 

/ — Hz u re ir rer at 
2 a 1 y(l— dn’a- su?) 

Will man nicht die Modular - Functionen ın den Formeln haben, sondern 

statt ihrer die Winkelgeschwindigkeiten p, 9, r, so findet man durch ein dem vo- 


rigen ähnliches Verfahren die Formeln 





ic (e’ — hA )P 


X=cosHa, = ee , 
ir — (®—hb)g 
(3.) ii = cos Hy, = 6 N ’ 
hC-e 
Z = cosHz, = + ” 5 


und in diesen Formeln ist der veränderliche Factor des Nenners 


(4.) IE | e’(p? + Ti ++ — h?) ==] [cB em Apg er (C—- AP? r? 





+(C—- By fr]. 
Vergleicht man endlich diese Resultate mit den frühern, so findet sich die 
Relation 
J \ (e — hA)\hC— e?) ’ B 
(5.) ES Zum : ‚2 I(l—dn”asn’u). 


14. 


Es ist in (No,11) bewiesen worden, dass der schwankende Pol A zu jeder 
Zeit in der Normale GH enthalten sei, welche als solche auf den Berührungslinien 
der beiden Curven G,G,6,G, und H,H,H,H, in G und H senkrecht steht und 
die Länge eines Quadranten hat. 

Aus den Coordinaten der Puncte G und H, und zumal aus den Aus- 


drücken derselben durch die Winkelgeschwindigkeiten, findet sich nun leicht der 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLIIl. Heft 2. 19 
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Cosinus des Bogens G At, welcher das Complement des Bogens HR ist, nach 
der allgemeinen Formel 

cosGR= cosG x, cosRx, +cosGy, cosKy, > cos@Gz, coshz,. 
Hiernach ist 


| r h 
coGR=snHh=—, 
eu 
2 > > U 
(1.) snGh= cos Hh=_,; 
cn 
' tangG R= cot l=7; 


und in diesen Formeln hat U dieselbe Bedeutung wie ın (Nr. 13.) 
Da ferner » die Winkelgeschwindigkeit des Körpers um die schwankende 


Axe MOR ist, so istw cos@ Ä eine Seitengeschwindigkeit derselben, näm- 
Be h 
lich die W inkelgeschwindigkeit um die feste Axe G’OG; und da w.csGh= 2 


ist. so ıst die Winkelgeschwindigkeit um die feste Axe G'OG von unver- 
z i .. Be h 
änderlicher Grösse, nämlich = -. 


7 .. ® r*® . . . h 
Vermöge dieser VW% inkelgeschwindigkeit , um den Punct G hat der Be- 


rührungs - Punct 7 eine gleichförmige Bewegung in dem Hauptkreise oder auf 


dem festen Aeqnator VAN‘, wodurch am Ende der Zeit t ein Hauptbogen 
f h , 
beschrieben worden ist, dessen Länge = East. 

Ist nun U derjenige Punct des Hauptkreises in der Ebene des Hauptmo- 
ments e, oder derjenige Punect des festen Aequators, welcher von dem Kegel- 
schnitte 77,77, H,H, zur Zeit £=0 berührt wurde, indem der Scheitel 4, 
damals in U war, so würde der Hauptbogen UM dem Bogen A, der Ellipse 
gleich sein, wenn sich der Körper auf dem festen Aequator mit der genannten 
Ellipse nur wälzte; aber wegen der vorhin erwähnten constanten Winkelge- 
schwindigkeit um die auf dem Aequator senkrechte AxeG’OG wird U H länger 
als 77, H sein, so dass 


h 
(2) UH— HNA= st. 


Wird hierin für 7,H der ın (Nr. 12) angegebene Werth substituirt, so 


erhält man 


| ] | 
3) UH= + C (u, a) 
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Da der Punct U ein genau bestimmter Punct im festen Aequator VH N‘ 
ist, so kann man UH als die sphärische Abscisse des schwankenden Poles R 
ansehen; die dazu gehörige senkrechte Applicate dieses Poles Zt ist dann der 
Hauptbogen HZ R, dessen Länge oben bestimmt wurde. Es scheint aber ange- 
messener zu sein, die Lage des schwankenden Poles A durch Spiral- Coordinaten 
in Beziehung auf den festen Pol G zu bestimmen. Da der Bogen UM aber 


dem Winkel AGU oleich ist, so Ist auch, wenn dieser Winkel durch # be- 





oO ’ 

zeichnet wird, 

R = h ’® 

= ,.1+'C(u,a). 
(4.) Wirdnun ausserdem der sph. Leitstrahl G /t. durch Z bezeichnet, so ist noch 

(®—hA)(hC-e) RE 
tangg = } — gen — -Vll—dn”a nu) . 
Könnte man aus diesen beiden Gleichungen z = nt eliminiren, so 


würde man eine Gleichung erhalten zwischen dem Leitstrahle G AR = o und dem 
veränderlichen Winkel UGR=R, welchen die Richtung des Leitstrahles g 
mit seiner anfänglichen, völlig bestimmten Richtung G U macht. Durch diese 
Gleichung würde die Bahn des schwankenden Poles A um den festen Pol G 
herum characterisirt. Diese Elimination ist zwar allerdings nicht wohl ausführbar, 
aber aus den entsprechenden Differential-Gleichungen kann  eliminirt werden, 
wodurch man eine Differential-Gleichung von der Form oh = /(g).d0 erhält, 
wenn /(o) eine algebraische Function von cosg bezeichnet. Die Kenntniss einer 
solchen Differential-Gleichung reicht aber glücklicherweise zur weiteren Unter- 
suchung der Curve und auch der reciproken Curve vollkommen hin. Im Fol- 
genden werden noch mehrere sphärische Curven nachgewiesen, deren Gleichun- 
gen alle von ähnlicher Art sind, so dass von ihren Differential-Gleichungen 
dieselbe Bemerkung gilt. Eine ausführliche Behandlung dieser Curven würde 
aber für diese Abhandlung zu weitläufig sein. 

Setzt man in der obigen Gleichung nur g selbst statt tangg, so erhält man 
die Gleichung der Central-Projection der Ortscurve des Puncts AR auf eine 
Ebene, von welcher die Kugelfläche in G berührt wird, und die also parallel ist 
zur Ebene des festen Aequators. Das Centrum der Projection ıst der Mittel- 
punct der Kugel, und als Längeneinheit dient der Radius der Kugel. 

Bezeichnet man durch g, die anfängliche Länge des sphärischen Leitstrahls 


o, d. h. seine Länge für 2=0, so hat man 


Ke"—hA(hl— e? e 
lang 9, = V Te ne, und gleichzeitig R=%. 


19* 
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Bezeichnet man durch 9, die Länge des sphärischen Leitstrahls 9 für = T,, so 
hat man 
or Nana 
tango, = | . nn B- und gleichzeitig A, = B EHI, 0), 
und mit Benutzung dieser Werthe lässt sich die FREIE Formel auch also 
darstellen: 
(3.) tango = | (tang”o,. en’ uw + tang’o, . sn’ u). 

Sie dient nun, in Verbindung mit nn frühern Formel (4) für Zt, dazu, die Lage 
des schwankenden Poles für jede beliebige Zeit # zu bestimmen. Man findet aber 


. " (B-A)(hC—e) _ e '.A-B(e@—k0) 


( — 6) — — . — 3 E ( alls l10Olo 
tano“ 20. tango, 2: ABC ne AB ‚un I hieraus fol gt, 


mn N 


dass immer tangg, > tango, mithin auch 9 > og, Ist, es mag A>B>C, oder 
umgekehrt 4— BC sein. In dem besonderen Falle, in welchem A= B 
ıst, wird der Leitstrahl 

oe = —=0ı, 
d.h. der schwankende Pol #2 beschreibt dann einen Kreis mit dem sphärischen 


, ( —hA)(hC— e) 
Radius o = are tang(] - MAG ) um den festen Pol @ herum. 


It e®—= hÜ, so hört der Pol A auf, schwankend zu sein; er fällt dann 
beständig me dem festen Pole G zusammen. 


Iste®=hB, so wird og, =0 und also tangg = tangg,. en. 


Oo 
ON 
Im Allgemeinen isto, das Maximum undg, das Minimum des Leitstrahls 9, 
und die vom schwankenden Pole beschriebene Curve selbst hat viele Aehnlichkeit 
mit derjenigen, welche von einem sphärischen Pendel beschrieben wird; sie läuit 
nur dann in sich zurück, wenn der für /t, angegebene Werth mit der Ludolphi- 
schen Zahl commensurabel ist, obgleich sie immer zwischen den mit den Radıeng, 
und o, aus dem festen Pole G beschriebenen Kreisen enthalten ist und diese ab- 
wechselnd berührt. Da sich der Pol R im Allgemeinen dem festen Pole @ 
abwechselnd nähert und wieder von ihm entfernt, so haben wir ihn gerade wegen 
dieser Form seiner Bewegung den schwankenden Pol genannt. Näherungsweise 
mag seine Bahn unter gewissen Umständen ein sphärischer Kegelschnitt sein; 


streng genommen ist sie aber wohl nie eine sphärische Ellipse. 


15. 


Nun hält es nicht mehr schwer, auch die Lage der drei Hauptaxen 


Ox,, Oyı, Oz, des Körpers ın Beziehung auf den festen Aequator und den 
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festen Pol zu finden; es reicht hin, die Lage der sphärischen Puncte &,, Yı, ı 
für jede Zeit 7 bestimmen zu können, Wir wollen zunächst die drei Grössen 
NU, NA, und den Winkel N suchen. 

Die Berührungslinie ZN des Kegelschnitts 7,A, H,H, schneidet die Car- 
dinale A, Y, in einem Puncte N; und sind wieder x und y die Tangenten der 
Axencoordinaten des Berührungspuncts in einer beliebigen Curve, so ist nach 
der analytischen Sphärik im vorliegenden Falle 


vor? +9y + (y9z— xz9y)’) 


tane HN = — 
D Ort y0Y 
Setzt man für den Augenblick wieder 37 — ameu = t und tang a, = u, 

tangd, = b, also a = —acosıb, y= — bsina, so findet sich 

HN V (a? b? +a? sin? u + b? cos?ıy) 

ane HN — I, 

„ (a? — b*) sin 1 cos ıy 

FR a’ — D? 3 a? — 0? . a? — 0? . 
Da aber sin UT +a:? lang & = 1,2», an = ara? SO erhält man 


m tina 
HN= — —— ‚ und also 
dn @suüsnceu 


dna 


(1.) HN= Ir—arctang(‘, z gmu sne u). 
- u n 


un er | | 
Wird hiervon der Ausdruck Uh = + ‘C (u, a) subtrahirt, so erhält man 


a h m dn’a 
NU=:r7r— „t—-'Clu, a) — arc tang (*- "smu sne1c) ’ 


und da nach ($. 133) der Theorie der Modular-Functionen und der Modular- 


dn’a 


Integrale ‘C(u, @) + arc tang (". sn u snc u) — D(u, K'— u) ıst, so redu- 


cirt sich die Formel noch auf 


(2.) NU=ir- ,.1—- Du, K'-a), 


Zieht man vom festen Pole G aus durch die drei Ecken X,, Y,, Zı die 
drei Radien Ga, G3 und Gy nach dem Aeqnator, so stehen sie auf ihm senk- 
recht und sind Quadranten; daher zeigen sich Ua, UP, Uy als die sphärischen 
Abscissen der Puncte A,, I, Z ın Beziehung auf den genau bestimmten An- 


fangspunct U, und es ıst zunächst 


j ht h 
8)  Uy=%+'C(u, a) + Hy= + Du, K'—a) 
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Ür h 
Ferner ist der Winkel N = Bogen G 7z, und da cos Hz, = , so ist auch 
’ 4 (® —hA)-C 
COS A = ‚r'= | (N \ ' .dn UL oder 
6 (U— A) 6 
(4.) cos\ = sına,.dnt = snc’a .dn u. 
Da der Bogen NA, = Winkel H,2,G ın (Fig.4) = Winkel G,Z,@ in (Fig. 3), 
| | 5 JA(C—B) 1 
und nach (No. 10) die Tangente dieses Winkels = V BC-S ist, so Ist auch 
_y (C— 2 I 
tang A B(C_- A) mu> Oder 
_ COSE snd 
(3. tan NA, = — -—, 
’ tndü in&% 
\ > cos N __ inudn u 
)a weiter N? =1teNY, .cosN= g ; 
Da weiter 8 N? =1g NY, .cos A lang NX8t, soisttangVP = 7 ana 
snc a snUüÜ 
— ‚ also 
snd snceUÜ 
sne a sn u NE : h Zu 
V3 = arctang("—- —), mithin Uß= ix — t— D(u, K’— a) 
' 3 snd sneU ' Z e 


snc “ sn u 
+ arclano m — 
oO 


snd snc u 


und da nach ($. 133) der Theorie der Modular-Functionen auch D(w, K'— a) 


sne a snU ‚co 7 ; ä 
— arctang = — 'S(u, K’—.a) ıst, so ıst 


snd snceUuÜ 
I 


(6.) Uß=37— ,1+'S(u K—a). 


4 


er i ni RR dn% 
Weiter ist 18 Ma tg MA, cos N = tang NA, cosV = snasne’a also 


dn% ER i ht " 
Na = arclang (sn asnca. pr “) und UN =r— UN = Ir + Pi Du, K—.a), 
« n - 


mithin 


ht ; ,, dn% 
La=!7+-+D(u K'—a)+ arc tang(sn’a snc’a. “) i 
- ‚ [6 n 
a 


. ıt in % 
oder Ua= +72 +D(u, K'— a) — arctang (." ) 
und da nach ($. 120) der Theorie der Modular - Functionen 
inÜ 
D(u, K’—.a) arclang (—- Bay —) = — ((u, a) 
ist, so reducirt sich die vorige Formel auf 


| ht 
(7.) la=nr+ „cWw, a). 


Dq Ap. N /B(hC-e?) 
Da ferner cos @ Yı= rS Z und coba, = ist, so ıst cos Gy, =y (C- By) en u 
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JA(kC— e?) 


und cos Gx, = j (Ce; nu. 


Da ausserdem @ 2, = N ist, so ergeben sich 


die drei Formeln 


I 


cosGX, = cosa,cnt = enc’a.cnu, 

(S.) cosGy, = cosß,snu = dnc’a. snu, 
yY [2 

cosGz, = sın a, dnu = snc’a . dnu; 


und da die Winkel 


” a u. 
UCz = Ua=r+ — — ((u,a), 
z. u. ht i um 
(9.) U Gy, = URßR = +7 — Su, K — a), 


" R Fi . 
UGz,= Uy=7+D(u K'-a), 


sind, so sind auch für jeden der drei Puncte x,, yı, zı die beiden Spiral-Coor- 
dinaten bekannt, und es kann hiernach die Lage eines jeden Puncts für jede be- 
liebige Zeit { in Ansehung des festen Poles @ und der ersten Richtung G U 
bestimmt werden. 

16. 


Vollendet man noch das dreirechtwinckelige Coordinaten -Dreieck UF’G, 
indem man auf dem festen Aequator NUN‘, vom festen Puncte U aus, den Qua- 
dranten UV abschneidet und G F zieht, welches ebenfalls ein Quadrant sein 
wird, und stellt man sich drei im Raume feste Coordinaten-Axen Ox, Oy, Oz, 
ebenfalls vom Schwerpuncte O aus so gezogen vor, dass die Axe 

| Ox durch den sphärischen Anfangspunct U, 
(1.) Oy durch den so eben construirten Punct F/, 
| Oz durch den festen Pol G geht, 
oder auch X einerlei ist mit U, Y mit Fund Z mit G. Sind ferner x, y, 2 die 
drei, diesen Axen parallelen Coordinaten eines beliebigen Puncts M des Körpers, 
hingegen &,, Yı, 2ı die drei den frühern Axen Ox,, Oy,, Oz parallelen Coor- 


dinaten desselben Puncts M, so ist bekanntlich, wenn man zur Abkürzung 


csAOA,=a, csA0OY, =Öb,., csAOZ, =«c,, 
(2.)(cosYOA, =, csYOY, =b,, csYOZ, =c%, 
cosZOA, =4, cosZOY, =b;,. cosZOZ, =ı 


setzt, erstens: 
| z=a% +b, Yıt ca» 
(3.) | y=a0%+byı+023; 


2 = (d;,%, + bsYı + C321 5 
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und hiernach wird man ans den drei unveränderlichen Coordinaten &,, yı, 2ı des 
Puncts M im Körper die Werthe der drei veränderlichen Coordinaten x, Y,2 
desselben Puncts M für jede beliebige Zeit £ berechnen können, falls nur die 
Coeflicienten @,, @3, Ay, by, by, by, C1, Ca, €; als Functionen der Zeit £ dargestellt 
worden sind. 
Rückwärts hat man dann aber auch 
\ x =axc +ay-+a;2, 
(4.) Yy=ba+tby+b;z, 
| 2, = c%+06Yy + 032; 


und hiernach wird man aus den nach irgend einer Zeit 2 gemessenen oder doch 
bekannten Coordinaten x, y, z eines Puncts M die Lage dieses Puncts ım Körper 
in Beziehung auf seine drei Hauptaxen bestimmnen können, deren Grösse von der 
Statt gehabten Bewegung ganz unabhängıg ist. 

Um aber die Coefficienten (2) als Functionen der Zeit darzustellen, drücken 
wir sie sämmtlich durch drei Grössen g, % und x aus, welche sich als Functionen 
der Zeit darstellen lassen. Wir wählen dazu im Grunde dieselben drei Grössen. 
welche im ($. 378) der Uebersetzung des Lehrbuchs der Mechanik von Poirsson 
angenommen, aber nicht besummt worden sind, nämlich: 

u ü h - 
\ =Nxz=NU=37— ,„t—-D(uK-a), 


( ”=UNA, =N = arccos(snc‘a.dnu), 
o=NÄ, > arctang ( 
| 


nur mit dem Unterschiede, dass wir nicht mit Porsson den Bogen VW A,, sondern 


I 
sn @ 
ind , 


den Bogen YA,' = g gesetzt haben, damit unser $ ın dem Anfange der Bewe- 
gung, und überhaupt dann, wenn £ zwischen den Grenzen Null und 7’ enthalten 
ist, nicht grösser als ein Halbkreis sei. Setzt man wegen der angezeigten Ab- 
änderung in den Formeln von Poirsson + statt p, so werden sie sich auf 


die gegenwärtige Annahme beziehen. Sie sind dann: 


a, = cosar, = cosÜx = — cosg cosıb — sinpsinıbcost, 


b, = cosıy, =cosUy, + sing cosab — cospsing cost, 


co = coszz, =csUz, =+sın U nd, 

Ad, = cosya; = cos/ a, = + cosg sinab — sing cosabcost, 
(6.) \b, = cosyy, = cosFy, = — sin psinnb — cospcosalcost, 

Ca — CcOSYZ, = Cos Vz = cos Usin J ’ 

a, = cosıa, = cosGa, =+sing sınd, 

b, = coszy, =cosGy, =+cosysmd, 


L €}, 
\o, = 00522, =cosG@2, = -+ cost, 
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Man kann auch die Bedeutung der ursprünglich aus der Zeit / zu berech- 


nenden Grössen ab, # und y wie folgt angeben. Es ist 


/ 
ıb= Winkel GV =;ır 7, t— Du, k—a), 
(7.) + = Bogen G Z, = arc cos (sne’a..dnu), 


pp = \YY inkel GZ, Y,= — afc tang (2°) ; 


und durch Anwendung dieser Ausdrucke wird sich nach den berechneten \Ver- 
then von x, % und g die Lage der drei Puncte ÄA,, Y,, Z, in Beziehung auf das 
Coordinaten-Dreieck UF’Z oder A Y Z noch bequemer bestimmen lassen, als 


durch die anfänglichen Formeln (5). 


17. 


Schliesslich fügen wir noch hinzu. dass der Winkel N WA, ', unter welchem 
der feste Aeqnator von der Axe A,Z, A, geschnitten wird, gleich ist dem Bogen 
GY,. und der Winkel Y!LN', unter welchem derselbe Aequator von der Axe 
1,7, 1," geschnitten wird, gleich dem Bogen ZA,. Bezeichnen wir diese Winkel 


also durch M und N, so ergeben sich, ähnlich der Formel cos \ = sne’a.dn u, auch 





noch die Formeln cos 7 = dne’a.snu und .enu. Ferner folgt 


‚2 y? 


Z [2 y [3 
aus der Gleichung des Kegelschnitts ; -+ — zz = 1 die Gleichung der Be- 
tang? a lang” 5, ie 


ee yy' 
— 3 +", =], und setzt man hierin, um die Puncte M 
lang’ «a, lang” 5, 


rührungslinie 

und Z zu bestimmen, „ =0 und x = —tangZ,M, ferner x = 0 und 
} 3 £ tang?«, } to?7, 

y'=—tangZ,L, so erhält man tangZM = — — — und eZ, L= — 

u { QO 2 oO ü 


Werden hierin die auf den Berührungspunct H passenden \WVerthe 





x = — tanga,.sncu und y=— tang ,. encu substituirt „ so ergeben sıch, 
% . sn a E . in 
coordinirt der Formel tangy = —, noch die beiden Ausdrücke 
vw n 
R lang Gy inc @a e lang Br ke cna 
(1) taneZ,M=-— = — und tangZ, L = —— =  —. 
oO sncu snc U oO enc U k ceneu 


n NE: sne a snü 
Da ferner MP = 3rT, also MN=!r — Nd=}r—arc tang (| e* -) 
4 sn snc 


ER / | j , i ; u. | hi 
und UN=!ır— „i—D (u, K’—a) ist, so findet sch UM = NM—NU= „! 


P sne @ snu 
+ D(u, K — a) — arctang ( 7° .); d.h. 


snd sncU 
Crelle’s Journal f. d., M. Bd. XL. Heft 2, I) 
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(2.) UM= ni — '‘$(u, K— a) 


Am leichtesten findet sich die Länge von UL. Da nämlich UL = Ta 


— La und La = u ist, so Ist 


ht ‚ 
_— 6 (u, a). 


e 


(3.) UL = Ir 


' Es PER Un h u 
Diese Formeln bestimmen, in Verbindung tt UN =ır — Se Du, K-a), 


die drei Puncte Z, M, N des festen Aequators, ın welchen er von den durch die 
Hauptaxen des Körpers gehenden drei Ebenen Y,Z,. A)Z, und A, Yı geschnitten 
wird; und da die Winkel L, M, N vorhin gefunden wurden, so ist jetzt auch 


die Lage dieser dreı Ebenen gegen den festen Aequator bestimmt. 


18. 


Nachdem in Beziehung auf den festen Pol G und den zugehörigen fe- 
sten Aequator die Lage des schwankenden Poles, die Lage der drei Haupt- 
axen des Körpers, so wie die Lage der Ebenen, welche durch sie paarweise 
hindurch gelegt sind, und selbst die Lage eines beliebigen Puncts im Körper 
für das Ende der Zeit £ bestimmt worden sind; auch ausserdem noch die Lage 
des Puncts A angegeben ist, ın welchem der mit dem Körper verbundene Kegel- 
schnitt //,77,H,H,, welcher sich auf dem festen Aequator wälzt, diesen am Ende 
der Zeit £ berührt: so betrachten wir jetzt noch die Bewegung des Körpers in 
Beziehung auf den schwankenden Pol und den damit in Verbindung stehenden, 
zwar schwankenden, aber sich nicht drehenden Aequator. 

Die Gleichung dieses Aequators ist bereits in (No. 9) angegeben worden, 
und es wurde schon erwähnt, dass bei der Bewegung des Körpers dieser Aequa- 
tor immer von einem Kegelschnitte berührt werde, welcher mit dem in (No. 9) 
betrachteten Kegelschnitte durch das Reciprocitätsgesetz verbunden ist. Aus 


den daselbst anseoebenen Tangenten der Axen- Coordinaten 


oO oO 


x r I > — 
x = tang/, . snc u und y= tanga, . encu 


des schwankenden Pols finden sich leicht die des zugehörigen reciproken Puncts 


$ın (Fig. 5): 


A(e® — hA) )B(e—hB) 
(1) =-— CO), Sneu unddy=— v 


ChC a e?) ecncuU. 
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Setzt man 


C(hÜ-—e?) hÜ— 
/ Ale—hA) | er V B(e— hB) 
(C- A)(hA+hC-—e?) ’ in (C— B) (kB+hC—e) ’ 
ı Cche-N) 2. UV caC-e) 
| C-AKArhC-e) PVC DEBrhe-e) 
so verwandeln sich die Gleichungen (1) ın 


Ae— hA) (€ —ıhb) 
\anga, = - und tang &=] Gi 0) ’ also auch 


(2.)\ sıny = 


cos ad, = 


3.) »@=—tanga,.sneu und y=— tangß;:- encu; 
z y? 


und hieraus folgt die Gleichung T-— . ‚+ ang? 2 


—], welche dıe des K Kegel- 
schnitts $,.$,.9,,5, in (Fig. 5) ist, deren grosse Halbaxe Z,.S, = Z, 9, = a, und 
deren kleine Halbaxe Z,$, = Z,S, = P, ist. Sind D und I die Brennpuncte 


dieses Kegelschnitts, und setzt ınan die Excentricität desselben ZD = Z,N' = 





7 
so giebt der Ausdruck me — cos&, die Formeln 
(C—-B)hB+hC =) 
COS &, =# (C-DhA+hl—e)’ 
(B— A)(hA Hhh-e) \ 
sing = Ve (C—-A)(hA+hC-e)’ 
(B— A)(hA+hB— e) 
tang &; — V; (C-B)(hB+hl-—e)' 


(4.) 


Uebrigens ist noch + Pi =ır und u nr, und nach ($. 54) der ana- 
u 3 sing, ’ lange, sind, 

Iytischen Sphärik ıst ausserdem tanee, = ; — —; sin co, =; 

M | k of lang 2’ oe lange, ’ Wo 

sing, sine, sine, 





sine, c0SA, sin“ 

Den Formeln (3) gemäss ist für 2 = 0 der Berührungspunct des Kegel- 
schnitts mit dem schwankenden Aequator F3S$Fy der Scheitel $,; für = 7 
kommt damit der Scheitel $, in Berührung, für 2?=2T' der Scheitel S,, für 

=3T der Scheitel S, und für 2=4T endlich wieder der Scheitel S,. 

Verbindet man den schwankenden Pol #£ mit seinem reciproken Puncte 8 
durch den Hauptbogen AS, so hat dieser die Länge eines Quadranten und ist 
die gemeinschaftliche Normale der beiden Curven 8,8, 8,8, und AR, R,R,R,,; 
d.h. er macht rechte Winkel mit den Berührungslinien derselben in A und 8. 


Als Gleichung dieser Normale findet man leicht 


a ETF ee RER] ale 
J, p ” . q a Zi 
B—-A hA+hB— ” 
Fi )C - ı sr Mz, =, 





wenn M einen beliebigen Punct dieses Hauptkreises bezeichnet. 
2N* 
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Diese Normale ist im Allgemeinen verschieden von der Normale GRH, 
welche mit ihr den Punct /£ gemein hat, und deren Gleichung (4) in (No. 11) 
angegeben wurde. Es fallen aber die beiden Normalen ın eine einzige zusammen, 
wenn zwei von den drei Trägheitsmomenten einander gleich sind, also wenn der 
Körper ein Fotationskörper ist. In einem solchen Falle befinden sich die vier 
Puncte @, FH, R, 8 ın demselben Hauptkreise, und die vier geraden Linien 


0G,0H, OR, ®0S befinden sich dann also zu Jeder Zeit in derselben Ebene. 


wm 
© 
— 


Rectifieirt man den Bogen $,$ = s des Kegelschnitts $,S, 8, S,, welcher 
Bogen während der Zeit 2 mit dem schwankenden Aequator ES in (Fig. 5.) ın 
Berührung gekommen ıst, so findet sich die zıiemlieh einfache Formel 


(1.) SS='Cke, b), 


in welcher die Functionen des Arguments e sich wieder auf den Modul X = sine,, 





also die des Parameters 5 auf den Modul A' = coss, beziehen. Ferner ist 
wieder 
;T—ame =;T—amel, 
oder 
(2.) ame? = amclt, 


so dass die Formeln (3) in (No. 15) auch also dargestellt werden können: 
(3. © = — tanga,.snee undy= — tangP,.cnce . 

Es ist wieder !r — amce die excentrische Anomalie der beiden Puncte $ 
und /?, woraus durch die in (No. 9) angegebene Construction ame gefunden wird, 
wenn man sich (Fig. 2) mit (Fig. 5) zu einer einzigen vereinigt vorstellt. Der 
Parameter 5 des gefundenen Integrals wird aber durch die Formeln 


aD =cosu, = 


(C-b)\(khb+hl—e?) da ai A 
| (C-A)(hA+kC—e) IC ‚= sin a,=] (C-A)(hA+hC-e) ’ 
(B— A)\(hA+hB-—e?) C(hC=e?) 


TED (C-A)(RA+hC-er) > MC b = 005, = ) (C- A) (hA+hl-e) ’ 


(4.) (C—-B)(hB+h0-e?) | A(®—hA) 
In 6 = cola, = (B-A)(hA+thb-e’) ’ Ind = tanga,=| ChCc-e) ’ 
, sing _ Sins, (B-A)(hA+hb—e?) ’ ‚  C(hC-—e;) 
[AO ne Co Al®—hA) ° dne'5= cos, =) (O-By(hB+hC=-e2) ° 


7 | B(® —hPR) 
[sn b = | 


) r 
| “ bestimmt. so dass auch 
I("—hA) ' 


(9.) amd=-!r—.,, und amcdb = a; ist, 


> 
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Wird der Hauptbogen RZ, bis zum Einschnitte y! in die Tangente ES 
Ä ‘ 
verlängert, so findet man auch auf ähnliche Art, wie zu Anfange von (No. 15), 


re) 


dıe Formel 





6 gl fer | \ 
(6.) Sy! = aretang (7,7, sn snee }. 
20. 


Es sollen nun, ehe wir weiter gehen, die zu den Axen Ox, Oy,, Oz, pa- 
rallelen Coordinaten des Berührungs - Puncts S hergeleitet werden; als Functio- 


nen von € betrachtet. Setzt man in den Formeln (3) von (No. 19) 


X Y , 
ı=7 und y=7, so geben sie 
X Ale’—h. N) en ® E _ D (e? —h B) / sn® 
ZT”  C(hC-—e?)' dn® .. u / C(hC-—e? ) *dn® i 
Hieraus erhellet, dass man 
A(®—hA)|- cnv ‚, .=V(B(e—hB)) 7 sn® 2 (C(hC-—e?))-dn® 
EEE i. z N _, Y=- un " , = we! 5 


setzen darf; und daA’+ Y’+Z°= 1 sein muss, so ergiebt sich zur Bestimmung 
von S die Formel 

= Al —hAen®e+ B(®—hBb).r”sn’e + C(hC— e?) an? v. 
Da aber dn’e = en’e + A" sn? ist, so ist $? = (Ale — hA)+C(hC— e?))cen’v 
+ (B(®&—hB)-+ C(hÜ— e))A*sn’e, oder = (C—- A\hA+hÜU— e). 
eau+(C—B)\(hB+-hÜC—e”)X”sne. Wird hierin der Werth von“ sub- 
stituirt, so erhält man 


Gm, M(hA+hC— 
Ss =] A — E- .VLB(e—hB)sn’e + Ale —hA)ene] oder auch 


= ] [ec — A)\hA+ht( >]. VL — dn”Ösn’e).. 


u dieser Werth benutzt, so erhält man 





= 'b» end 
y = 2) sn? 2) ‘ 
re — sn banc’bsn® 
— Vd-an?don?v ; 
‚ enc’d * dn® 
Z=cosSz, = VA-nban’ 
Vergleicht man diese Ausdrücke mit den in (No. 13) gefundenen Formeln 


(2), welche sich auf die Bestimmung der Lage des Puncts /# bezogen, so sieht 


X=cosSsx, = 


Y=cosSy, 


man, dass sie dieselbe Gestalt haben, und dass jene in diese übergehen , wenn 


man 1%, X, b, e statt der Grössen k, k‘, a, u, setzt. 
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Der durch diese Formeln bestimmte Punct $ ist derjenige, welcher am 
Ende der Zeit {in dem schwankenden Aequator von dem mit dem Körper auf 


eine unabänderliche Weise verbundenen Kegelschnitte berührt wird. 


21. 


Der schwankende Aequator schneidet die Ebene der Hauptaxen des Kör- 
pers unter den dreı Winkeln F\, #5, F ‚und es ıst 


FRE: Au: Bu 





j BE hC—e? enu /hC-e 
daher ıst cos /, = cos KA, =- -y IC r% j (op I: Var Tr ni A(6- Ay 
sncuU 
OF 
7 do, snce ut 7, enc *u) 
’ hc —e snuü 
cos F, —= cos R f . =V B(C- b)') (Wo en? ?y+ Wr? sn sn 2 u) u 1% r un nn 
eneu 
| (wo? K’? sne? u” 4-0, enc ? ,) 
cosFf,=coshZ = = | En ER ——,. ART 
| 7er sne ut „2 enc °u) 


2 
. . ap 2 2 
Da aber amceuz = amce ıst, so ıst ] („. snce ut 123 enc* u) = Y\ w, sne? v 


Dr 


, 2 
(W; (Wo 2 ai ® ’ Pr ww“ . 
+ 777 enc 2), und da ve) nach (No, 8) ıst, so ıst | (vesne ut er neu) 


(Won (Wo 212R 0? Zum k' 
. dnce = a und ] (5.1 k" snc” "ut+7% ; enc“ un — 77 Ws dncu = w, . dncu. 
\ n 2. 
hi u # hÜ—e 
Daher erhält man cos > Ri AC-A) ' 
7 ll _‚,khC-e 
cos, = en BB): Sn 
FE 1 _,e—hA 
COS 5 a Fr. C(C—A) . dne 
P = Ar jh Buc 
W erden hierin noch die Werthe von =) - I und w, = V an 


substituirt, so erhält man endlich die Formeln 
cos; = cosAhx, = cncb.cne, 


(1.) | cos/', = cos hy, — dne’b . sne , 


cos, = cos Rz, = snc‘b . dne : 


welche der Form nach wieder mit den in (No. 15) gefundenen Formeln (8) 


übereinstimmen, nur dass das Argument e nicht zur Zeit 2 proportional st. 
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Ferner findet man noch die Formeln 


a 5 > and 
lang F, A Er tang nZ h “ ind ’ 
» r r 4 tne b 
(2.) lang F}Z, . tang A, Y h= sncd ° 
[4 
en , end 
7 rn, un R > — Z— 
lang IZ, er tang YA, h A cnc® 


22. 

Man nehme jetzt an, der schwankende Acquator F,F,F, sei vom Ke- 
selschnitte $,S$,8,8, durch den Scheitel S, im Anfange der Bewegung oder für 
t=0 ım Puncte E berührt worden, und bezeichne den Hauptbogen ES durch 
$, so hat dieser Bogen S einen unveränderlichen Anfangspunct F, und seine 
Länge ändert sich lediglich dadurch, dass sich ım Fortgange der Bewegung der 
Punct $ weiter von diesem festen Anfangspuncte FE entlernt. 

Zieht man den Kugelradius SO, so steht derselbe auf der schwankenden 
oder augenblicklichen Drehaxe OR senkrecht, und am Schlusse der Zeit Z wird 
von diesem Radius OS, wegen der augenblicklichen Drehung des Körpers urn 
die Axe O/t mit der Winkelgeschwindigkeit w, während des nächsten Zeitele- 
mentsdZ ein Winkel .9 2 beschrieben, welcher dem kleinen Hauptbogen gleich 
ist, den der Punct auf dem schwankenden Aequator von 8 aus beschreibt. Da 
wir nun voraussetzen, dass der schwankende Aequator sich nur insofern bewege, 
als sich die Axe Oft bewegt, und er also an der Drehung des Körpers um diese 
Axe nicht Theil hat, so folgt, dass ».d2 ein Theil von 98 ist. Wäre die- 
ser Theil nicht vorhanden, so würde das Differential von 8 mit dem Differen- 
tiale des Bogens 8,8, d.h. mit 9°C (e, 6) übereinstimmen: so aber kommen 
beide Theile integrirend zusammen und es ist 

08=W.9+9’'C(e,b), oder auch 
Oo =9IV +9'C(e, b) ; 
und hieraus folgt durch Integration S= IP +'C(e, b). Eine Constante ist nicht 
hinzuzufügen, weil alle drei Glieder für {= 0 verschwinden. Demnach ist also 
der Hauptbogen 
(1.) ES=MW +'C(,b). 

Die in dieser Gleichung vorkommende Grösse der gesammten Drehung 
des Körpers ist mithin der Unterschied ES—S,S zwischen dem Bogen ES, wel- 
chen der Berührungspunct auf dem schwankenden Aequator zurückgelegt hat und 


dem Bogen S,S, welchen er ım Umfange der Ellipse durchlief. 
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® 


Die in (No. 5) für IF gefundenen Ausdrücke FF = 


V dn d 


ug 7+C(c,d) = a: r+rDee, d) bestimmen alle drei auf gleich ein- 


—Ss ev, d) 


sn Bee Di snc Fu 


fache Weise die Grösse /F,, welche in der sefundenen Formel zu substituiren 
sein würde 
Werden wieder RA, RY, RZ, verlängert, bis der schwankende Ae- 


4 


quator davon in a‘, 2%, y* getroffen wird, so ıst zunächst Ey'= ES+Sy' = 
; r dn db 
IV +'Cke,b) + arctang (7, snesnee ), also 
2.) Ey =IMW+D(e, L—t), 


wenn L‘ den zum Modul X « 


- 


ehörigen Modular -Quadranten bezeichnet. 


oO 
. . er. snceb sn® a 
Weiter ıst tang 755° = tang F, Y,.cosF, = re, und da EF, = 
Ss Ss 
a — Fr, 2 
3.) EF, = rt IV—-De, L'—1b) 


e . 4 nn u snec b sn’® 
st, so ist E#' = EF,+ Faß = 1 —W—D(s, Lb)-tarctang( "7 ),oder 
sn sne Ü 
(4.) ß‘ =ıTr— IV +'S(e, L'—/) A 
Weiter ıst tang F, a‘ = tang F’, A). cos", = tang F, A‘, cosF, = 
sn b sne’ bdn® 


F' a CE le — reta nv j in? 
3a — 5; arc ans ’ ’ 


! 
sn db sne ddn® 


| . also 
in® 


undda EF,=7— EF, =!7+#/W +D(e. L’—b) ıst, so ist 


3 in ® 
= V Ye, L’—Lb)—:; i (— rg u ) 
Fa + /V+Dee. L’—b)— arctang ee 


sn b sn 
oder 


(3.) Eu«=r ++ /W—C(v,b). 


snc @/ snt 


Da Ar,Ff,=ır IF, = Yr—arctang (” - er) und EF, =! — IV 


sn "b snc? 


snce b sn® 


— Dir, L’—Lb) ıst, so ıst EF, = IP +D(e, L’—b)—aretang( 





), oder auch 


snd snc® 


(6.) EF,=I/V —'S(e,L—J). 
Da Eh, = Eu — Fa‘ =! ıst, so ıst endlich 
(7. EF =! + IV —C(,b) 


Stellt man die Formeln zusammen, so wird die Hauptaxe Ox, des Kör- 
pers, d. h. der Punct A,t durch den Leitstrahl RX, und den Winkel REX, 


mittels der Formeln 


cosX, = enc‘d ene und ERXA, = 7 + MV — Ce, b) 
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I 


bestimmt. Der Punct Y, wird durch die Formeln 
cos h F; —— dne’ 5.sn v und ER f = 5 r—- IV + "Sr. L’—b). 
und der Punct Z, durch die Formeln 
cos RZ, = sneb.dne und ERZ, = IF + D(e, L’—)b). 
bestimmt. Die Lage der Ebene Y,Z, wird durch die Formeln 
EF,=!7 #-IV—C(e,b) und F, = arc cos (enc’b en r), 
die Lage der Ebene A,Z, durch die Formeln 
EF,=IV—'S(e, L’—b) und F, = arc cos (dnc‘ b sn e). 
und die Lage der Ebene X, Y, durch die Formeln 
El, =! -IV— Di“, L—b) und F, = arccos(sne‘b dn ©). 
bestimmt. Hiernach kann also die Lage der drei Hauptaxen des Körpers und auch 
die Lage der drei Ebenen, in welchen sie paarweise liegen, in Beziehung auf den 
schwankenden Pol und den schwankenden Aequator, für jede beliebige Zeit durch 
Rechnung bestimmt werden, und die Formel (1) giebt endlich noch den vom 
Körper oder vielmehr von der Ellipse $,.S, 8,5; auf dem schwankenden Aequator 


während der Zeit 2 beschriebenen Bogen ES. 


Substituirt man nun einen der drei für IV gefundenen Ausdrücke, und 
war den angemessensten, so wird man eine Vereinigung der beiden in der For- 
mel zusammenkommenden Modular-Integrale beabsichtigen. Da sich solche zwei 
Modular-Integrale auf dieselben Modul % und % und auf dasselbe Argument e 
beziehen, so steht einer solchen Vereinigung zu einem einzigen Integrale auch 
kein Hinderniss entgegen; nur muss dabei ein cyklischer, leicht zu bestimmender 
Arcus addıtiv oder subtractiv hinzukommen, und es kommt dabei hauptsächlich 
auf die Bestimmung der sich auf den Modul A beziehenden Modular- Functio- 
nen des neuen Parameters an. 

Der Parameter des neuen Integrals ist aber immer, entweder 4—d, oder 
I‘— (6 — d), und es wird daher für alle mögliche Fälle gesorgt, wenn man die 
Modular- Functionen von 5 — d selbst, und zugleich die des Complements her- 
leitet. 

Man findet durch Zusammensetzung: 

Fi FEN 4 
tn‘ödn/d = | Nre r und tn‘/dn‘d = | = e 2 en 
C-B 


’ 5 e ] BE ‘ — 2 Y er. > 
daher ist in‘ö dn’d — tn‘ dn‘b (. I+C D) | AC(B — 4) 


Crelle’s Journal f. d. M, Bd. XLIN. Heft 2. 
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— A+-C-—-B 


und 1-+ ind dn‘d. in’ddnd = 1 + —— = — Er daher ist 

/ ı/ A B 

(1.) n(b—d) = | CB 2 oder m b—d)=!r—e, 
weil ın (No. 11) tange, = | En Kay 3. oefunden wurde, und also 


Iin‘(b— dd) = cots, = tang(!T — &,) Ist. 


sing, _ (kÜ-e)hAr-hB-—e) 
lange, ns (®—h A) (hb+-hl-— e}) 
(e—hA)(hb+hl—e) tange, 


WE ve WE : 
ne(d—d)= (hC—e)(hA+hb—e?) sine, 


Hieraus folst And — d) = und es ist also 


(e? — hb)h. I+-hC e*) 

(?—hA) Br hC— e)’ 
j C(b— AN 

da (De ] (RA) hB+HhC— eE) 


und hieraus folgt 


Ferner erhält man Asn(b—d) = V. 


Daher hat man überhaupt die Formeln 


'A(cC— B) /(e@®-hA)(hB+hC-—e) 


isn(6—d) = coss, | B(o=-4° sne‘(d—d) = ) B(C-A)R 





Bin a C(B—A) uf (hC—e?)(hA+hB—e?) 
(2 gr (b—d) = Sın & =| B(C- A)’ und enc (b=d) = | BC—. Dh? Ei 
ER: =» Zi a A(C — B) (e? —hA NO) 
kb =cC = . TER 2 » 
| C(B—- AN EEE 
77 ale, | AR . er 


Man sieht, dass die Ausdrücke der Modular-Functionen von 5>—d und 
auch die seines Complementes einfach genug sind. Sie beziehen sich auf die 
Rectification eines Kegelschnitts, welcher eine ähnliche Lage hat, wie der Kegel- 
schnitt 77, //,H,H,; er hat dieselbe Excentricität, wie dieser, und die Excentri- 
cität seines reciproken Kegelschnitts stimmt überein mit der des Kegelschnitts 
fi, fh, Fi,ft,; seine beiden Halbaxen sind 


(\' (hC—e? ze), rn Hase (hC—e)(hA een, 
arc cos BC-NR und arccos( A(C— BR 


Mit ihrer weiteren Benutzung halten wir uns aber nicht auf. Will man 
wieder das Problem auflösen, aus den Coordinaten &,, Yı, 2, eines beliebig ım 


Körper gewählten Puncts, welche parallel sind zu den Hauptaxen Ox,, Oy, Oz 


desselben, die Coordinaten ayz desselben Punctes in Beziehung auf den schwan- 
kenden Aequator und den schwankenden Pol AR herzuleiten, so KERNE man 


das dreirechtwinkelige sphärische Coordinaten-Dreieck EL in (Fig. 5), indem 
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man EL gleich einem Quadranten macht und RZ zieht. Die neuen Coordina- 
ten-Axen sind dann OE, OL und OR. Nimmt man nun «x paralle! mit OE, 
y parallel mit OL und z parallel mit OR an, so gelten wieder die in (No. 16) 


aufgestellten Formeln (3, 4, und 6); nur ist die Bedeutung der drei Elemente ı. 


% und db im gegenwärtigen Falle eine andere: es ist nun zu setzen 
ıb= EF,= Winkel ZR L=!ır - IV - D(e, L- 0), 
= Winkel F,= RZ, = arccos (snc’b . dne) = arccos(sina,. dne), 


E / sn db cos: 
9g=NA,= Winkel YZ,R = arctang ( R ) = arctang ( *) 


tn d in ® 


Bezeichnet man die Werthe dieser Grössen für Z= 0 durch Us Fon Yo, so hat 


man insbesondere 


YV=ır , .=lrt—n ,„ %=!r, daher ist dann 
. 1} 1} 
a=— sn, m =0 |1,= cosa, 
b, = ,=—]1l | bz =® 
c, =-+tcoa | &o>= 0 | 6 = sın Op. 


Bezeichnet man die zu Anfange der Bewegung zu den Axen OE, OL und OR 
parallelen Coordinaten des Puncts M durch x, Yu, Zu, so hat man die folgenden 
Anlangswerthe: 

= —sSIna,.xX, + c0sa,.2, 

ne ı 

2 = 005%. 2, + sina,.2,: 
und in diesen sind &,, Yı, £ı die zu den Hauptaxen Ox,, Oy,, Oz, des Kör- 
pers parallelen Coordinaten desselben Puncts M, 

Als Anfangswerthe der Coordinaten ©, y, z in (No. 16) findet man in 

ähnlicher Weise 
= —sına,.X, +cosa,.2,, 
rd E 
Z, = 0085 4,.%, + sına, .2ı. 

Man sieht also, dass man überhaupt die Lage eines beliebigen Puncts 
des Körpers, eben sowohl ın Beziehung auf den schwankenden Aequator, als in 
Beziehung auf den festen Aequator nach einer beliebigen Zeit 2 bestimmen kann. 

Die weitere Ausführung würde zu der umständlichen und gesonder- 
ten Betrachtung der am Schlusse von (No. 4) bezeichneten particulären Fälle 
führen, welche aber keine Schwierigkeit haben und die wir hier daher der Kürze 


21? 
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wegen füglıch übergehen dürfen. Die früher betrachteten sphärischen Ellipsen 


erhalten zum Theil die Form von sphärischen Zweiecken, welche bekanntlich 
ebensowohl drei sphärische Mittelpuncte haben, als die sphärischen Fllipsen. 
Die grosse Halbaxe, und somit auch die Excentricität eines Zweiecks, ist ein Qua- 
draut, und die kleine Halbaxe kann, wie bei den Ellıpsen, im Allgemeinen eine 
beliebige Grösse haben. welche nun dem halben Winkel des Zweiecks gleich ist. 


Münster, den 4. Februar 1846. 
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). 


Memoire de mecanique, relatif au mouvement de 
rotation et au mouvement naissant des 
corps solides. 


(Par Mr, Steichen, professeur a l’ecole militaire de Bruxelles.) 


T 
Nous nous proposons de traıter diverses questions de mecanique qui ne 
sont encore resolues que d’une manicere indrrecte ou incomplete, et qui se rap- 
portent plus particulieremen! au mouvement de rotatıion finı on naissant des corps 


solides. 


$. 1. 


Nouvelle analyse du centre de pereussion. 


In corps solide est retenu par deux points fies A et BD, et se trouve 
ebranl@ par une force de percussion instantande ou immensement considerable: 
on demande determiner la vitesse angulaire communiquee, quon appelle 9, et les 
percussions souffertes pendant linstant du choc, le corps etant percute ou ebranle 
par une force dont le point dapplication exterieur se trouve compris dans linter- 
valle des points A et B. 

Pour plus de simplicit€, et sans nuire ä la generalit€ de ce quon aen 
vie, on peut admettre que la force de percussion F soit situde dans un plan 
normal a laxe AB. Soit oe la vitesse, que F imprimerait instantanement A un 


point matcriel libre de masse 41: on pourra prendre pour mesure de F la valeur 


mv we di 
F= gg; etsi elle produisait seulement la quantileE de mouvement «» pendant 


u aaa u 2, 
les tres court intervalle de temps 47, on prendrait ! = 77; Aunsı la on lor 


voudra substituer une force de pression immense ä Ihypothese idealement per- 


mise, mais physiqnement absurde d’une force instanlande, on n’anra quä rem 
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placer l’element «dt du temps par 4t: intervalle pendant lequel se consomme 
tout choc et toute communication de mouvement;z et cet intervalle doit etre 
consider comme, une quantit@ connue dans les recherches mecaniques generales, 
quoique jusquä ce jour lexperience nous ait apprıs fort peu de chose ä cet egard. 
Cela pose, nommons f'le bras de levier de Fautour de laxe AB; dm, dm‘, dm“... 
(plus exactement An, Am‘, Am“.....) les elements de masse du solide; r, r‘, r*... 
leurs distances ä laxe: on devra etablir quil y a equilibre entre laction et les reac- 


tions dinertie de la matiere du solide; ce qui donne immediatement l’equation 


connue. 
... Br:dm Pr-dm , 02 A 
F n = zT + — FTER, r-telc. = 7 fam. 
Q F.f ee 
partan! u” fr dm; WUS- fr dm " 


la quantite /r’drn etendue A la masse entiere du solide exprime son moment 
diinertie par rapport a laxe donne AB. De meme, puisquil y a equilibre entre 
laction F et les reactions dinertie, pendant linstant du choc, par le moyen de 
Faxe fixe, il faut que toutes les forces se transmettent parallölement a elles-me- 
mes, en partie sur Je point fixe A situe dun cöte du plan de percussion, et en 
partie sur le point fixe BD situ de lautre cöte de ce plan. Nommons yoX ce 


d 


‚ 2“ les distances des points A, B, äayox, et pre- 


v 


nons 2’ +z” = a. La quantild de force transmise par F au point A sera: I". ei 


' a ‚AR Er 
plan quı coupe AB en (0); 2 


mn 
2 


au point B elle sera F. er Soient x, y, z les coordonnees rectangles de dm, 


rapporte a ow. oy, etälaxe AB pris pour celui des z. En supposant que lim- 
pulsion se fasse de oy positif vers ox positif pour chaque molecule ayant un x 


rdm 


et un y positil, l’element dm reagıra avec une force 2. 4° °% dont les compo- 


santes parallcles aux axes ox, oy sont 
ydm Fun x dm 
— (N), (237 —:z:) et 2. 2m 
2) ar, 
Si done on denote par A, B, les angles formes par la ligne d’action de F avec les 
axes 0@, 0y, on aura les composantes x,, , de la pression totale en A par les 
formules suivantes: 
| Fz 2 l: N e 
= —-cos A— ——:: Iyz”dm # ——  Ivzdm, 
(A. 2 a di, J rad ) 
ah Fz Q R O . 
© mn Br “d er “4 
rt, =—- cosB-— Ixz — ig 
| ga cos R ‚di dmn+ ii. dm 
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Les signes diintegration s’etendant sur tous les el&ments de masse, on aura de 


meme pour les composantes rectangulaires de la pression en DB: 
ne oO e 2. F 
‚= w0wsA-—7,. di, yzıdm— ; yzdm, 
(B.) Fr Q : 2 . 
T,= —-coB+ xz dm+, -Ixzılm. 
J a a.dt, 


rad 
e_ 
Soient (x, yı2,) les coordonnees du centre dinertie / du solide, a instant 


du choc; on aura donc, M exprimant sa masse enlicre: 


/ yz'dm= M:"yı, fr zdm = Mz'y,, etc. 
® o 


Sı dont on fait, pour abreger, r dm = MK'”, f«: dm = Mp?, Irzm= Ma, 
z o 


ı 
on obtiendra par (A ct D), et par la valeur de ,): 


dt 
F.z' 7 A Fr. 
ee — A— = MM - Yıt,. K: TG, 
(A) | z 
2 Beer , mie, 
FE au — c0$ ey p rnK%?2 X» 
4 F z F.f 4 I. f 2 
ir m, =07 608 A — a.Kr’2Yı2.K2°T: 
(B..) F. 3’ F.f F-f 


‘ 2 
— j PR Es 
TT, a COos B + - a:K 2 xt a: .K® ./ 


Pour que laxe n’Eprouve aucune percussion, il sera necessaire et suffisant que 
deux quelconques de ses points, tels que A et B, n’en Eprouvent aucune; ce qui 


donne: 


m=0,n,=0, ="=0, 7‘=0, ouen developpement: 
| "K?.cs A—f.z"ytr/g =®, 
par (A) z AS 
® K?.cosB— f.p’ +/z x ==W, 


= \ K’.csA—f. nf =®d, 
und (B.) ) W”.cosB+fzwtff = 
. co: za rfpP =®O. 


Si l’on ajoute la premiere a la troisieme, et la seconde a la quatricme, on obtient: 
Bir Yı fx, 
(C.) cs A=73, csB=—7:. 
De plus, en faisant la somme des carres de ces dernieres, et observant que 
MK?= Mi®+ Mr’, M%* expriment le moment dinertie du solide par rap- 
port ä un axe central parallölea AB, r, la distance de ZA AD, on obtiendra: 


IR 
(D.) =n-+ . 
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Substituant ensuite ces valeurs de cos. 4, cosB dans les formules deduites de 


(A) etde(B).ona:"=0, p=0, par les deux premieres, et Ja me&me 


. 
chose par les deux autres, parlant f»: dm=VU, Iyzum = (0: De plus, le 
ce © s 5 | 
plan (1, AB) normal par hypothese au plan de percussion AYA, ou yoa, cou- 
pera celui- cı suivant une droite, parallele a y, et faısant avec 0x, oy des angles 
Tı Yı 


dont les cosinus sont: N Donc, comme on a identiquement, eu egard ä (C): 
l 1 


cos A. ni. +cosB. DE 0, 
r, r| 

il stensuit que pour avoir une secousse ou une percussion nulle sur laxe AB, cet 
axe doit eire pour [un des ses points un axe permanent de rotation du solide. 
Puis la force de pereussion doit avoir une direction perpendiculaire au plan mene 
suivant laxe et par le centre dinertie. Enfin elle doit agir avec un bras de le- 
vier /=n+ -, et dans le plan yox normal a Faxe, qui passe par le point pour 
lequel laxe AB est permanent. Le point de rencontre de la force F ainsı ap- 
pliguee, avec le plan (I, AB), est ce que lon nomme Ze centre de percussion 
du solide. Mais pour parvenir a ces conclusions, nous avons egale A la fois A zero 
les pressions sur deux points A, B. On pourrait done croire que Fon puisse 
encore parvenir ä dautres consequences ou a une theorie plus generale, en ne 
considerant plus quun seul point fixe: mais lexamen de ce nouveau cas echappe 
a lanalyse precedente, puisque dans celle.cı on part de [hypothese de deux points 
lives donnes. Cette analyse ne conduit done a rien qui ne soit deja connu par la 
theorie ordinaire; mais elle montre mieux que celle-cı quil ya peut Ötre encore quel- 
que chose ä faire, et nous indique en quelque sorte la nouvelle question quil faut se 
poser, pour en venir äcelte ogeneralisation de theorie que nous exposerons plus loin- 

Faisons reınarquer aussi que dans la methode precedente on peut encore 
raisonner de Ja maniere suivante. Sı la force Fest appliqude dans le plan NOT- 


mal meme passant par A, ona 
oO 


- oO } 
I ni 
!—( '— zIim. 2" =- Ixzıdlm. 
V,m uf | ad) Im 


On voit immediatement par la que sı laxe AD est pour le point A un axe per- 
manent du solide, on peut se dıspenser du second point fixe B: qu en outre Ja 


fıxite du point ‚I devient elle- meme superflüe par les nouvelles Xqualions: 
Oo 


m = F cos A— _{ My=Vd. 


O 
Fcos b et Ma, =®%. 
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mais ce ne seroit JA quune tournure differente de la meıne analyse. et ramenant 


litteralement ä ce que l’on sait dejä. 


$. 2. 


Mouvement de rotation naissant d’un point materiel et d’un corps 
solide. 

Concevons un point materiel fini, sans poids, (Fig. D), assujetti a un point 
fixe (0), et soumis ä laction simultanee de deux ou de plusieurs forces F, F", 
situdes chacune, avec le point fixe, dans un plan particulier: le mobile ne pourra 
deerire pendant chaque instant qu’un seul arc de cercle @l&mentaire autour du 
point fixe. Examinons les circonstances du mouvement naissant dun tel point. 
Sot OAH le plan de la force F, et OAK celui de la force F’; ces deux plans 
se couperont evidemment suivant une droite JO qui passe par le point fixe (0). 
En un point quelconque A de cette ligne diintersection appliquons, normalement 
a 0A, deux forces P, P‘, situees lune dans le plan OAH, et lautre dans le 
plan OAK, et donc les energies de rotation principales soient respectivement 
equivalentes a celles des deux forces primitives, estimdes par rapport au point 
fixe (0); de sorte que si f designe le bras de levier de F, et f’ celui de F*, on 
doit prendre: 

P.AO=F.J:;: PAO=PF. 

Du point O, comme centre, avec un rayon AO, deerivons une sphere qui 
sera coupee par les deux plans OAH, OAK, suivant deux arcs de grand cercle 
AH, AK. La force F peut tre remplacee par P, quant a leffet dynamıque 
instantane dont elle est susceptible; de m&me P* pourra Ötre substitude a F”. En 
effet, comme P est situde dans le plan OAH de la force F, elle fera mouvoir 
dans le premier instant dt de son action, son point dapplication A dans ce plan 
meme, et luı fera decrire un espace circulaire AP; et le mobile lui-m&me, de 
masse M, qui doit se trouver quelque part sur la ligne OA, decrira par consequent 
un espace semblable; de sorte que, sous Je rapport de la direction du mouvement, 
l’effet produit par P, est absolument le m@me que celui qui serait produit par la 
force F dans le m@me instant. Je dis quil est aussi le m&me sous le rapport de 
la grandeur de l’espace deerit: car en nommant y lacceleration angulaire que la 
force P serait capable dimprimer au mobile, et partant au point A autour du cen- 
tre (0), lacceleration imprimee en [instant di aura la valeur y. di et lon obtient 
par la, en supposant que A passe de A en B autour de (0): 

AOB=!I.ydt ;, PAO=MRy: 
Crelle's Journal f. d. M. Bd, XLIII. Heft, 2. 22 
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R designant la distance du point materiel entraine par P, & laxe ou au centre 
de rotation: distance dailleurs plus orande ou plus petite que la droite AO. Sı 
"on substitue dans la premiere de ces relations, la valeur de y fournie par la se- 


conde, on obtient: 
4 P-AO 
BB Jet 


On proun erait dem@me ae la force Fest capable de faire parcourir a son poınt 


d’application, partant au point.4 et par suite aM, un espace angulaire situe encore 


dans le plan O AH et egala !d!? 1 : et comme on aprıs P.AO=Ff, 


il sensuit que ces deux espaces sont dgaux en grandeur et en position; ils seront 
d’ailleurs infiniment petits du second ou du premier ordre, selon que les forces 
sont de pression, ou de percussion instantande. 11 est donc demontre ainsi que 
les forces F, F* peuvent @tre remplaces par celles, P, P', determindes d’apres les 
conditions prescrites. Sı lon designe encore par AOC lespace angulaire que la 
force P‘ est capable de faire parcourir au mobile ou au point A quand elle agıt 
seule, ıl resulte du principe ou de [hypothese de lindependance des forces, 
quelle produira encore le m@me effet suivant sa direction sur ce point, deja 
soumis A l’action de la force P suivant la ligne AB; donc, pendant que P trans- 
porte le point 4 d’un intervalle 4 suivant sa direction, la force P* le fait descen- 
dre suivant sa propre direction constante, d’un espace egal et parallele a celu AC 
qui repond a son action separde ; de sorte qu’apres l'instant dt, le point A, considere 
comme mobile, se trouve a lextr@mite P de la diagonale AD du parallelogramme 
ABDGC, et parcourt instantanement le chemin unique AD. Mais sı lon applı- 
que en A, normalement a AO, dans le plan DAO‘, une force unique A, celle-cı 


sera capable de faire deerire dans son plan, au point A, pendant linstant di, un 
certain espace angulaire plus grand ou plus petit que AOD: et des qu'on voudra 


avoir cet espace egal a celus AOD, on devra poser, comme precedemment, 
l'equation: 
er‘ AO 


AOD=!I 
( . MR: 

De plus, on pourra remplacer la force X, ainsi determinee, et son bras de levier 
AO, par une autre force Z, situce dans le plan AOD, et doude d’un bras de 


levier z, pourvu qu'on assujettisse les deux grandeurs arbitraires Z, z & la con- 


dition unique 


a,23= A.AO 
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Ainsı quand deux ou plusieurs forces sont appliquees directement ou ın- 
directement a un point materiel fin), IiE a un point fixe, on peut trouver d’une in- 
finit@ de manicres differentes, une force unique capable de produire le möme effet 
de mouvement naissant, que la totalit€ des forces proposces; mais toutes ces for- 
ces devront @tre situces dans le plan diagonal resultant. 

D’ailleurs, dapres ce qui precede, la determination de ce plan resultant est 


bien facıle. En effet le parallelogramme ABCD donne: 
AD = AB + BD +2AB.BDecosBAC. 
Mais en multipliant les espaces AOC, AOB, AOD par le rayon AO, on ob- 


WE, A A 


tient les arcs AB, AC, AD, savoir: 


P. A0? nn PAO® „A+.A0? 
Ab=;d". pr; AC=31.dl. Typ: y AD=1ıl.dt”.- - 9: 


dou lon deduit: 


222 ou 3. AO = PPf?+ FRfe+2.Ff.Ff.cosBAC. 


Ainsı le moment de rotation de !une quelconque des resultantes instantandes est 
en grandeur et en direction la diagonale du paralle&logramme, construit sur deux 
droites qui representen! les deux moments des composanles et se coupent en 
möme temps sous un angle egal ä linclinaison des plans des deux forces compo- 
sanles. 

De plus, pour avoir linclinaison du plan du mouvement resultant, sur les 


plans des mouvements composants, on na qua considerer le triangle BAD quı; 








donne: 
x A R e A ERBEN F , . A A 2 A . Ff 
sınDAb=sın BAC:! I. sin DAC= sin BAC.Z7. 


Lanalogie de ce qui precede avec les resultantes et les composantes est 
manifeste. Seulement les forces sont icı remplacdes par leurs moments; ce qui 
provient de ce que lespace angulaire, deerit au premier instant, est proportionnel, 
non plus ä la force sollicitante, mais au moment de la force. 

hemarque I. Dans ce qui precede on a suppose tacıtement que les 
forces F, F* soient appliquees toutes deux au point mat£eriel fini quelles vont 
mouvoir; mais lors m@me queelles seraient appliqudes en deux points quelcon- 
ques invariablement lies entrieux et au mobile materiel, elles auraient encore 
d’une infinit€e de manieres, une resultante instantande de rotation. En effet, je 
ne changerai en rien [action de la force F*, si je congois son point d’application 
23° 
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aussı invariablement lie au point de rencontre p‘ de la ligne d’action avec la 
droite dintersection AO des plans OAF, OAF’, et que je lie ce point de ren- 
contre lul-m&öme au point materiel, mais des Jors je puis transporter le point 
dapplication de F’ en ce point de rencontre lui-m&me; de m@me je pourrai 
transporter celui de F au point de rencontre p de F avec AO; ensuite on 
pourra remplacer F* appliquee en p‘, par une force F” appliqude en p, pourvu 
quon prenne F“ dans le plan de (F‘, O0) et le moment de F“ autour de (0) 
egal a celui de F* dans le m&me plan et autour du m@me point, Mais les forces 
(F, FF"), reduites au m&me point d’application, ont d’une infinite de manicres dif- 
ferentes une resultante de rotation, et il en est par consequent de möme de deux 
forces (F, F') considerees dans leur mode d’application primitif. il est donc ab- 
surde dinsinuer dune manıere vague et absolie que deux forces non situtes 
dans une m@me plan nont pas de resultante: sans doute elles n’ont pas de resul- 
tante absolue, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de force unique capable ä la foıs des 
memes effets de mouwvernent et de pression pour le cas dun point fixe; mais en 
revanche, la resultante dynamique, c’est-a-dire la force capable des memes effets 
de mouvement seulement, existera d'une infinite de manieres. Que sı l'on nous 
objectait que ce sont la des distinctions subtiles de peu dimportance, nous decla- 
rerions, quant a nous, quen mecanique la distinction des idees est tr&s essentielle 
et quelle doit contribuer a completer et gencraliser de certaines theories fonda- 
mentales. 

fiernarque II. Lianalogie entre la composition des forces et celle des 
moments principaux peut encore Ölre envisagee d’un autre point de vüe; mais 
celte recherche sortirait entierement de lechelle didees que nous nous proposons 


de suivre dans cette discussion. 


$. 3. 


Suite du $. ?®. 


On sait par la statique generale que quand une force sollicite un corps 
solide pourvu d’un point fixe (0), elle le fait tourner ou tend ä le tourner instan- 
tanement autour dun certain axe, Cela admis, nommons y lacceleration de vitesse 
angulaire que la force, supposee constante de grandeur et de direction, Imprime- 
raıt au corps autour de cet axe, considere comme fixe. Pendant linstant initial «/t 


de son action, elle lui imprimerait done une acceleration y.dt, et lui ferait deerire 


un angle AOB=3/.7.dl’. De plus, a cause de !’equilibre entre laction et les reac- 
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tions des forces d’inertie, on aurait Ff= y.S "lm; Jr dm denotant le moment 
dinertie geometrique du solide par rapport & l’axe instantane, et F/ le moment de 
rolation de la force F autour de cet axe. Or comme le mouvement elementaire 
a lieu spontanement autour de cet axe, et quil nesl par consequent en rien trou- 
ble par la fixite instantande de cet axe, les relations precedentes dans lesquelles y 
conserve le sens qu’on lui a attribue, sont encore vraies pour le cas de l'axe libre 
et du seul point fixe (0); de sorte que tout mouvement initial, infiniment petit 


du second ou du premier ordre, sexprime par les formules: 


AOB = I.y.dt’, et F.f=y./fr dm, 

dont la combinaison donne encore 
AÖB=1.dl?x 0 
Jr dm 

Nous disons: le mouvement initial, parceque si lon considerait le mouvement 
pendant un instant quelconque, ot les differents elements matcriels auraient dejä 
des vitesses finies, energie dynamique de leurs forces centrifuges se combinerait 
avec celle de la force exterieure, et il ne serait plus permis de considerer laxe O7, 
qui correspond ä la force F pendant cet instant, comme liaxe de rotation instan- 
tane, est pourquoi aussi, en traitant des mouvements et deplacements infinı- 
ment petits dans la statique, on ne peut les considerer qua partir du repos, et 
pendant un instant initial, otı les forces centrifuges sont encore nulles. Pour avoir 


Je chemin elementaire decrit par un point quelconque du corps solide pendant 


cet instant, on na qua multiplier la rotation AOB par le rayon Jde ce point, 
cest-a-dire par sa distance a laxe de rotation. 
Sı le corps etait soumis en outre ä laction dune seconde force FF, doude 


dune energie de rotation F‘f’ autour de l’axe instantane OJ’ qui lui correspond, 


ıl decrirait sur cet axe un angle AOC donne par equation 


Ff 
de ( Br —), 
/r?dm 
dans laquelle Jr" dm exprime le moment d’inertie du solide par rapport au 


nouvel axe /“ Supposons que A soit ä la foıs un point du solide et le point 


AOÖC = 


Jod 





‘ 


w 


dapplication commun des deux forces sollicitantes. il deerira un espace unique 


AD qui resulte d AB etde BD= AC, et donnd par l'’equation: 
AD: = A0.(AOBJ+ AO:(AÖCY +2 AO. AÖC. AÖB.cosBÄC: 


eqnatıon dans laquelle tous les termes du second membre sont connus, puisque 
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BAC exprime l’angle des deux plans ou des deux axes qui leur sont perpendicu- 


ID | i 
laires. Le rapport (= 6) marque lespace angulaire resultant AOD, decrit sur 


l'axe resultant par un point du corps situe a l’unite de distance de cet axe. En 
nommant Zz le moment resultant de la force unique autour de cet axe, on 


pourra faıre encore: 
DZ» 2 2.AD = 5 (, F’f +2 Ff | 
Jo?dm’ —A0:dt? =] /r* da r 2.5 "- ” fr?dm ; cosBAC| j 


Dans ceite equation f.g’dm denote le moment dinertie du corps par rapport ä 





l'axe de la rotation resultante. Quant ä linclinaison du plan resultant OD sur 


le plan AOB, elle est marquee par l'angle DAB, et l’on trouve: 


) h Er. 0 "dm x F zZ. 
sın DAB = sın BAC. Z.2*% I -— sınBAC 4 


/r?d "/r?dm "fo? dm 


Cette inclinaison est done connue en valeur des quantites If, /r”dm, Ef, fr’dm. 
[a position de laxe resultant est done connue aussi par rapport aux axes compo- 
sanls: on pourra parsuite evaluer au besoin le moment d'inertie S.gdm; ce qui 
fera connaitre aussi Je moment resultant. Mais rien dans ce qui precede ne de- 
termine la direction des axes composants OJ, OJ’ du point fixe (0) du solide: 
cette «iestion revient a determiner laxe autour duquel une force tend ä tourner 
instantanement un corps solide pourvu dun point fixe; mais pour embrasser le 
sujet dans toute sa generalite, nous allons nous occuper de la solution de la 


question suıvanıte. 


6.4 


Un eorps solide est fixe par son centre d’inertie ou par tout autre 
point. et vient a dtre sollicite par une ou par plusieurs forces, con- 
nues de zrandeur. de direction, et de peints d’applieation: faire econ- 
nastre les eirconstances relatives a Teffet dynamique instantane de 
ces forces, et assigner notamment la position de Taxe instantane 
de rotation: (Fig. 2.). 


Solution: Examinons d’abord le cas dune force unique, de pression ou 
de pereussion, agissant sur un corps fixe par son centre dinertie. Soient J ce 
centre; I, /y, Iz les trois axes dinertie ou principaux du solide; Ab la dı- 


rection et la ligne d’action de la force sollieitante; A le point diintersection de 


cette ligne avec le plan (v/a); 
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Al=|1, Alk=n . BAs=ao, BAy=Pß; BAz=y; 


dab, dw, dp les rotations elementaires dont la force ferait tourner le solide 
autour des trois axes coordonnes /x, Jy, Iz, respectivement, sıls etaient fixes 
successivement; N, M, L les moments de la force autour des m@mes axes; dJ&la 
rotation elementaire, dont elle fait tourner le corps autour de l’axe instantane quon 
nommera 10; C,, B,, A, les angles de JO avec les axes respectils Ja, Iy, 12; 
«ı le moment de la force autour de JO; A,B, C les trois moments dinerlie 
prineipaux du solide; J linclinaison de laxe /O sur le plan @y; Elangle com- 


pris entre sa proJection sur ce plan et laxe Ja. 


La difficulte de la question se reduit a Evaluer les quantites (d&,C,B,A,) ou 
(d&,e, 8), qui sont inconnues, en valeur des quantites connues A, B, C, N, M, 
L, a, ß, Yy, n, e. Or on trouve d’abord par un raisonnement facile, P etant la 
force: 

N =—P.l.cosy.cosn..-(/%), 
(1.) M=+P.1l.cosy.cosy.---- (/y), 
L =+P.l.(cosasiny — cos ?cosn) +» (/z). 


ı 


I 


Il resulte ensuite des notations admises et de l’effet de rotation des forces, dejä 
exposed aux paragraphes precedents, que l’on doit avoir: 
” } N er M L 
(11.) dd=z dt. 4; de= d’.G , dy=; di. Ge 
Mais le principe de la composition des rotations rectangulaires, que nous admet- 
tons comme expose et demontre deja dans la statique, et sur lequel nous pour- 


y * * [3 , . f} 
TOnSs d’ailleurs TEVENIF, NOUS donne immediatement: 


db=dö.cosC,, duo=d&.cosB, dp= d&.cosA.: 


= ,‚® mw 12 
partant d=Y (Ad + dp) —=!. Yuer + 72 +6) ; 


Sı donc on pose pour abreger: 
Nm ın 
VE) x 


la quantit@ A exprimera un nombre abstrait et connu pour chaque cas particulier 


donne du solide et de la force: et l’on aura: 
d£=3I.K.di*..... 
db = 3.K.dl"xcosG,, dwo=3K.di”.cosB, dp=3%K. di. cos A;: 
Si !on substitue ces valeurs de dab, dw, di dans les equations (N), on 


en deduit pour la direction de laxe: 
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h N M & 
(111.) COS E — Er? 


. 
ww. 


g; os DB =xgp: WSA=-R.G 


Sı [on veut fixer la direction de cet axe par les seules quantiles e, Ö, on remar- 
quera que 


cos, = cose.cosd, cosB, = sine.cosd, cos A, = sind 





cosBD, 5 cosd, 
yartant tanoe — - wo == — nn 
partan 1 cosQ, lang Veos?B, +co& 0, 
ou bien. par substitution: 
A-M A.-B:.L 


\ . e— . = r ae 
(I\ .) tang: BR: N ° tang C:Y(A?M?+b?.N?) 
Substituant encore dans celles-ci les valeurs de VW, M, L, on obtient en fonction 


des donnees immediates de la question: 


A . (cos?cosy—cosesinn)A-B 
lange = — 7.c0olgn; taned = | Ä 
« > “. « 


C- c0sy-siny.Y(B’+A2colg®r,) 


ei > _— (C0S7C0S7 Cosa sin 7)? 
ce A Vase ee ee u De A | 
kun j' Wr B: C: 


Sı lon remarque enfin que d’apres la theorie des moments on doit avoır: 
= N.cosC,+ McosB,+ L.cosA,, 


(V.) 
dEe=4dr.P.1.| 





et quoon substitue les valeurs fournies par les equations (III), on a: 


R N? M? L° 
(\ 1.) u‘ "N ‚ed 


= 737 EEE .K.de. 


role 


Les formules (I, III, VI) resolvent completement la question, et dans le 
cas meme otı ıl y aurait plusieurs forces; car alors on n’aura qua faire des seconds 
membres de (1) des sommes de moments. Les formules (IV) pourront au besoin 
ötre substituees aux equations (III); les formules (V) ne pourront servir que dans 
Ihypothese dune force unique. Dans celle de plusieurs forces, ıl faut entendre 
par N, M, L des sommes de moments autour des axes principaux. Si le point 
fixe du solide est ailleurs quau centre dinertie, ıl faudra entendre par A, B, C 
les moments dinertie relatifs aux axes permanents en ce point, qui seront alors 
choisis ä leur tour comme axes coordonnes rectangles. Nous pouvons done con- 
siderer la question generale comme completement resolue par ce qui precede: 
il ne reste plus qua signaler les principales consequences qui resultent de cette 
solution. 

Remargue I. Les valeurs de e et d montrent que la direction de laxe 


autour duquel le solide se trouve ebranle, est independante de l’intensite de la 


force et de la distance au point fixe A laquelle elle coupe lun des trois plans di- 
| | | 


nertie principaux: mais quelle depend de la forme ınecanique du corps, de la 
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direction de la force et de la direction de la droite AT, rapportces aux trois axes 
prineipaux.  Ainsi l’axe d’ebranlement restera le m&me, si Ton deplace la force 
parallelement ä elle-m@me dans un plan mene suivant la ligne AJ. 

Jiemargue II. On voit par la seconde formule (VI) et par la deuxieme 
equation (V) que la trepidation angulaıre du solide autour de l’axe instantand, 
est proportionnelle ä la force et ä la distance / de lorigine au point ou elle coupe 
le plan principal; de sorte qu’en deplacant la force parallelement a elle- möme 
dans le plan mene suivant AZ, on obtient des rotations elementaires proporlion- 
nelles aux distances / A. 

Itdmarque III. Le nombre abstrait A, qui entre dans la valeur de la 
rotation JE, de Ja möme maniere que lacceleration angulaire, pour le cas dun 
simple point matcriel, est ce quon pourrait nommer en consdquence lacedlera- 
tıon angulaire du solide, correspondante a une force donnee, ou ä plusieurs. On 
en obtient la valeur, en cherchant le moment de la force autour de chaque axe 
principal, divisant le carrd de ce moment par le moment dinertie du solide re- 
latif a cet axe, faisant Ja m&ıne operation par rapport ä chaque axe principal, et 
enfin en extrayant la racine carrde de la somme des carres des trois resultats 
»ammsı obtenus. 

Jiemarque IV, On demande quelle doit ötre la direction d’une force P 
connue de grandeur, el appliquece en un point donne A du plan principal yda, 
pour que Faxe d’ebranlement correspondant soit situe dans un plan perpendicu- 
laire ä la direction de la force? On doit done poser [’equation de condition sui- 
vante: 

cosa.cosC, + cosß.cosB, + cosy.cos dA, =, 


N M - L; en 
partant ” cosa + g eos? —+- 6 cosy= (. 


J 


Si l’on substitue dans celle-cı les valeurs de V, M, L, donndes par les formules (I), 
et que lon fasse cosa = cose’. cosd, cos? = cosö’,. sine‘, cosy = sind‘, on 
obtiendra: 


er Be 
Pl.cos« „sind. | (G— Z)eos: ıny+\7 6) 051. sine == 9; 


ou, en rejelant d’abord le facteur P/cos ö’sind‘ dont legalite ä zero peut toutes 


fois donner aussi des solutions, on trouve: 


' j B-(A—C) 

anoe — u ; hun 

ang angn 7.6) 

Ainsi il suffira generalement de tracer sur le plan dinertiey/x, et au point A, 
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qu'on considere, une droite faısant avec laxe /x un angle E‘ determine par cette 
derniere egalitd, et de choisir la force demandee d’une mani£ere arbitraire dans le 
plan men suivant cette droite, normalement au plan y/x. Du reste, le point A 
lui-m&me reste arbitraire, quoiqu' on lait d’abord considere comme donne; seu- 
lement, ce point etant donne, langle 7 en resulte; et 7 etant donne, le point A 
devra se trouver partout ou l'on voudra sur la droite qui part de J et qui fait cet 
angle 7 avec laxe /x. 

Remarque F. Sı la ligne d’action de la force rencontre laxe /x, cest- 
a-dire un quelconque des trois axes dinertie qu'on pourra toujours prendre pour 
celui des x, on obtient: 


tange=@, tangd = Bcosf: Ccosy. 


L/axe de rotatıon Jo se trouvera donc dans le plan des deux autres axes principaux 
et y occupera une position dependante des quantites D, C, ß, y. 
hemarque VI. Si la force est perpendiculaire a Tun des troıs plans di- 


nertie, a celu y/& par exemple, on a csa=(0, cosß=0, coy=1, 


A N \ “ . . ‚ 
tange = — p.cotn, tangd=0; et des lors l’axe de la rotatıon sera sıtue 


dans le möme plan dinertie. 

Remarque VII. Si la force est dirigee dans l’un des trois plans diner- 
tie, dans celui =y par exemple, on acosy=(), et tang d =»; et laxe d’ebran- 
lement coincidera avec la perpendiculaire ä ce plan. 

Remargque VIII. Quelle doit &tre la forme et la constitution d’un solide 
ebranle par une force unique, pour que laxe correspondant soit perpendiculaire 
au plan princrpal de la force, relatif au point fixe donne? Ou sait que le mo- 
ment principal de la force est Y(V’+ M’+ L?), et que l'axe principal a sur les 
troıs axes coordonnes des inclinaisons dont les cosinus sont: 

N M L 
et Wr nd 


On doit donc faire. d’apres les conditions de la question: 

N? M? IL? N N M 
. IRRE. 2 2 MER EEE... REDEN... 
K-A p K.B*+r K-C ’ um } (N 2+- M? +L ); K: A — Y(N’+M?+1L?)’ Kpree; 


egalıtes qui donnent A=B=(C. 


Mais ıl convient de remarquer que la superposilion des axes a lieu, sı lon 





pose seulement les deux egalites 
N:KA=N:Y(N+M+1) ,„ M:KB=M:YNM+M+D), 
et la troisicme L: KC= L:Y(N*+ M?’+- 1?) qui est une conscquence des deux 
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premiceres, pourra &tre remplacde par I’hypothese de Z=0, et sans qu'il soit neces- 
saire de prendre C=A=B. Aınsi la question est toujours possible, et les con- 
ditions prescrites ont toujours lieu pour les solides de premiere esp&ce, qui ont 
toujours leurs trois moments diinertie principaus, egaux entre eux. Mais pour les 
solides de seconde espece qui nont que deux moments egaux entr’eux, la question 
est seulement possible quand la force appliquee au solide a un moment de rota- 
tion nul autour de laxe du moment diinertie principal inegal. Enoncons ces con- 
sequences d’une manicre plus formelle: 

Tout systeme materiel rıgide de premiere espece, tel que le cube et 
la sphere homogene, se trourent toujours ebranld par des forces quelcon- 
que autour de leur axe princıpal, c’est-a-dire autour dun axe au point 
fixe, perpendiculaire au plan princıpal de ces forces: pour quun solide 
de seconde espece, poureu dun point fixe, soıt Ebranle par une ou plu- 
sieurs Jorces, autour de laxe principal de celles-cı, ıl est necdssaire et 
suffisant que ces forces aient un moment de rotatıon nul autour de laxe 
du solide a moment dinertie indgal. 

Cette derniere condition sera remplie par exemple, lorsque la force applı- 
quee a sa ligne daaction est situce dans lun des deux plans d’inertie qui renferment 
laxe du moment inegal. Ainsi, pour les solides de revolution, il sulfira que la 
force agisse dans un plan central renfermant l'axe de figure. Cette seconde pro- 
priete saccorde parlaitement avec une proprict@ deja reconnue plus haut; car un 
plan quelconque, conduit suivant laxe de la figure, est toujours un plan diinertie 
dans les solides de ce genre, censes homog£nes. 

Remargue IX. Comment faut-il appliquer une ou plusieurs forces 
un corps rigide, fıxe par son centre dinertie ou par tout autre point, pour qu il 
soit ebranl& autour dun axe dinertie, ou dun axe permanent de rotation? Pour 
fixer les idees, supposons que laxe d’ebranlement doive coincider avec laxe J'i- 
nertie /z. On doit donc avoir 


cosC,=0, cosB,=0, partant\=0, M=V0 


d’apres les egalites (II); ce qui signifie que l’energie de la force autour des 
deux autres axes diinertie doit ätre nulle. Ces conditions donnent pour le cas 


d’une force unique: 


l.cosy.in=0 , 1.cosy.cosn = (0. 


Et comme il est impossible d’avoir ä la fois cos = 0 et sinn—=0, elles ne sont 
salisfaites en general que par I’bypothese de y= 90°, Ainsi la force doit croiser 


23” 
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4 


a angle droit laxe /z. Mais doit-elle ötre situde dans les plan d’inertie merne 
yla? ou bien, suffit - ıl quelle agısse dans un plan parallele a celw-la? 

Dans le premier cas la longueur /= JA reste arbitraire, ce qui est facıle 
a expliquer par les moments; et la condition /.cosy=V est satisfaite par y=M"., 
Dans le second cas la longueur / devient infinie, et la condition /. cosy = 0 ne 
saurait @tre remplie. Aıinsi la force doit agir dans le plan diinertie meme, qui 
est normal A laxe autour dugmel l’ebranlement doit se faire. On est amene A 
la meme conclusion en remmplacant N et M par leurs expressions plus usitdes 

P(zcosß—ycoy)=0 , P(xcosy—zcosa) =. 

Au premier abord il semble en resulter des valeurs determindes pour a, /, y 
et differentes de celles dey= MW; car le point d’application (x, y, z) de la force 
est bien connu, et parait m&me devoir Ötre considere comme donne: mais des trois 
quanlites ©, y, zil y en a toujours une qu’on peut prendre a volonte, puisque 
dans le cas dun systeme rigide, le point d’application d’une force peut @tre trans- 
portd en tel point qu’on veut de sa ligne d’action. Or quelle que soit la direction 
de cette ligne, elle devra rencontrer l’un au moins des trois plans d'inertis Sup- 


posons que ce soit celuı des zx, el Iransportons en ce point de rencontre le point 


daction de la force; on aura dney=V%, 
zcos?=0 , rcosy—zcosa=—(. 
La solutionz=0 , a —=Ü doit ätre rejetce, puisqu’elle placerait le point dap- 


plieation au centre ou au point fixe meme, et quainsi tout mouvement serait Im- 
possible. Mais ces m&mes equations sont satisfaites pr z=0, y= 90"; ce qui 
reproduit la solution dejä reconnue plus haut. 

On pourra faire encore: cos? =0 , cosy=0, et z=0, ce quı 
ne donne qu’une solution particuliere, dejä comprise dans lautre, 

Quant au cas d une pluralite de forces, propres ä satisfaire ä la condition 
prescerite, il suffit de les soumettre aux eqnations de conditions 

=,Pl.coy.sinn=0 , =.Pl.cosy.cosn =V(, 

qui pourront ätre remplies d’une infinit@ de manieres. La question ne serait pas 
plus difhieile, sı Fon exigeait que l’axe de rotation initial eüt une direction quel- 
conue determinde. 

femarque X. Beprenons la seconde formule (VI), savoır dE=3IK.df, 
mais en denotant par fo°dm le moment dinertie du solide, relatif ä laxe inslan- 


ze e u 
tane ZO; nous avons d’apres les ($.2 et3): JE =!.di” ee, m Cette double 
Ic 


valeur de JE donne la condition 
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K.f. 0° dm = a — Ncos(', + Mecos B,+ Lcos Ars 


. 2d 2do 2dp 
j - Eoalıte N = - A: M=-—:.b zum ..e 
Mais eu egard aux egalites (I), on «N = ae 4: M == Fr 2. are» 
Id ıly - r 2du } 
De plus, en remarquant que Ta = KcosG,, Ze Zelte ‚ on obtient: 


N=K.A.oC,, M=K.B.coB, L=K.(l.coA;: 
ce qui donne par la substitution de ces valeurs de N, M, L; 
Jedm= A.co?G + B.co®’D,+C.cos®’A,; 
et ce n'est Ja qu’un resultat bien connu dans la transformation des moments di- 


nertıe geomelriques de corps materiels. 


ftemnarque AI. Avant que d’aller plus loin, nous devons presenter quel- 
ques observalions Importantes, sans lesquelles nous pourrions paraitre commellre 
un cercle vicieux, quant ä quelques unes de proprictes qui restent a elablir. Dans 
ce qui precede, nous n’avons admis que les quelques notions fondamentales de 
la science de l’&qnilibre et du mouvement, savoir 1) L’egalit@ & zero de la 
sornme des moments de plusieurs forces qui se font equilibre sur un corps rigide, 
pourvu d’un axe fixe. 2) Le theoreme de l’immortel Euler sur le deplacement 
infiniment petit d’un corps solide, pourvu d’un point fixe. 3) Le principe de 
lFequilibre entre l'action et les reactions d’inertie, qui est une generalisation du 
prineipe dynamiqne de Newton, et dont nous avons pris lidee dans les ouvrages 
profonds de Mr. Ponedlet sur la mecanıque appliquece. Or le principe (1) que 
Fon pourrait nommer le principe general du treuil, resulte aisement de Fantıque 
prineipe du levier et de la composition des forces. Le principe (2) d Zuler est 
une propriele purement geometrique, dont ont connait diverses demonstrations. 
Le principe (3) peut etre rendu @vident par quelques considerations analogues & 
celles qu’on emploie pour demontrer la methode de D’Alembert qui Juı est ana- 
logue, mais qui est loin d’etre aussi directe, Apres cela, faisons observer que la 
theorie des axes principaux des solides se deduit de transformations analytiques, 
et de Ja notion du principe du treuil et de la force centrifuge; et ıl devient 
clair que nous navons admis que les notions fondamentales de la statique et de la 
dynamiqne, et sans admettre d’avance aucune des consequences, que nous allons 
etablir ou qui resultent du moins de ce qui precede. 
Trourer les conditions necessaires pour que des forces donnedes, appliquces 
a un corps poureu dun point fixe, puissent E!re remplacces par une force 


unique, egale a leur resultante de fransporft, 
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Solution. 11 faut done que cette resultante, convenablement appliquce, 
ebranle le corps autour du me@me axe, et avec la m@me energie de rotation que 
la pluralit@ des forces donnees, Nommant d’apres cela (a, b) son point de ren- 
contre avec le plan dinertie; (x /y), N‘, M‘, L‘ ses moments autour des axes 


Ix,Iy,Iz, X, Y, Z les projections des forces partielles sur ces axes, et posant 


/2 2 
V N _K, 
Ar + 
on trouvera, eu egard aux ee enoncees: 
1) K=K, N=N, M=M, L=L. 


La premiere de ces egalites provient de ce que la rotatıon de la force uni- 


pour abreger: 


que doit tre egale a celle des forces partielles proposees; les trois autres resul- 
tent de ce que laxe d’ebranlement doit ötre le m@me dans lun et dans l'autre cas; 
ce qui donne NM: AK’= N: AK’ etc. On voit aussi de quelle facon les quar- 
tites A, BD, C, disparaissent ic. De plus, comme on exige aussi que la resultante 
effective Ar‘ soit egale d'intensite A la resultante de transport A des forces don- 
nees, on aura, en nommant A‘, Y‘, Z‘ les projections orthogonales de KA’: 

(2). Kan, 2X, TI, ZZ 
Mais dans les equations 1) Ja V=—bZ, M=+aZ, L=0bX-aTY';,; 
ce qui les ramene a celles-cı: 

—IZU=N, oE == M, IX —aY =1l. 

Tirant des deux premieres les valeurs de (a, b) et le substituant dans la derniere, 
on obtiendra, eu egard aux egalites (2), la fameuse Equation de condition bien 
connue, et done la signification est aujourd'hui bien connue aussi. Mais sı lon 
se contente de rechercher seulement la resultante dynamique, cest-a-dire la 
force unique capable simplement de l’elfet de mouvement m@me des forces pro- 
posees, la reponse ä la question sera diflerente; ıl faut Dee que on ait: 

(1‘.) K=K, N=-N, M=-M, L=L, 
N‘, M‘, L‘ exprimant les moments de la force unique cherchee, autour des axes 


coordonnes. Soit x cette force, et (a, b) son point de rencontre avec le plan 
(xy), on aura: 

(2) N"=—r.coe.b ; M'=+r.cosv.a:L'= r(bcosk — acos u), 
\, u. # denotant les trois angles qui fixent la direction de x, par rapport aux 
axes. Substituant dans la troisieme les valeurs de a, 5 deduites des premieres, 


puis supprimant les accents sur les lettres N‘, M', L‘, ce qui est permis d’apres 


celles (1‘), on trouve: 
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(3°.) Lcosv+ Mcos u + Ncosv =, 
M ] N 
a cos ?’ "T—Tncosr" 


Or nous avons toujours cing inconnues, savoir les angles (A, (1,0) qui ne comptent 
que pour deux, la grandeur de x, et les deux coordonnees (a, 6); mais il nya 
que trois dquations de condition auxquelles elles doivent satisfaire: on peut done 
pour le cas d’un solide pouryu d’un point fixe, trouver d’une infinit€ de manicres 
differentes une force unique resultante dynamique des forces proposees. Mais 
en vertu de la condition (3°) et d’apres ce qui est demontre dans notre m&moire 
sur le centre de forces, cette resultante doit ä chaque fois se trouver dans le plan 


principal des forces, relatif au point fixe donne, 


Jemarque AII. Trouver les conditions necessaires pour que laxe in- 
stantane de rotation du solide coincide avec la direction de la resultante de trans- 
port des forces proposces? Nommons R cette resultante de transport; @, y, 2 
ses projJections sur les axes: on aura, eu egard aux equations (I1]): 

XÄ:AR=N:AK ‚;„ T:R=M:BK , Z:R=L:CK. 


Lune quelcongne de celles-ci est d’ailleurs une consequence analylique 


des deux autres; ce qui est @vident aussi par l'intuition geometrique. En les 
combinant deux-a-deux on peut les reduire ä celles=ci: 
A.MÄA=B.NT , ALX=GCNZ 

On voit que la condition prescrite peut &tre remplie d’une infinite de manie- 
res, par le moyen de forces donnees de grandeurs et de directions, dont on deter- 
minera la position ou les points d’application exterieurs, d’apres les deux equations 
de condition precedentes, Pour mieux faire saisir cette solution, nommons a, ß,y 
les angles de chaque force P avec les axes, on aura: 

X=>3.Pcosa, Y=5Pcosß, Z=>3.Pcosy. 
N=—E.P.lcosysiny, M= $Plcosycosn, L= 3. PXcosasiny— cos? cosn). 
On obtient ainsı entre les donnees immediates de la question les conditions gene- 
rales 
A.3.Plcosycosy.Y Pcosa+B.xPlcosysiny.8.Pcosß=V, 

A. Pl(cosa.sinn— cos cosy) &.Pcosa+ X Plcosy siny. SPcoy=®. 
Connoissant donc les intensites et les directions des forces, et leurs points de ren- 
contre, a lexception dun seul, avec le plan Y/X, on pourra calculer les coor- 
donnees (7, /) de ce dernier point de rencontre par les deux equations de con- 
dition precedentes; et des lors tout sera connu dapres la condition preserite. 
Pour le cas dune scule force les equations deviennent: 
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A cos ncosa—t Bcos? . sin = 0 
I(cos a sın Ben cos cos 1) + &: cos’y sin n — 0: 
partant impossibles, puisque dans la supposition contraire elles donneraient pour 
une möme quantiley7 deux valeurs dilferentes ä la fois, ce qui est absurde. 1] 
est dailleurs assez manıfeste par soi- merme quune force unique ne saurait ebran- 
ler un solide autonr d’un axe parallele a sa direction. 
ftemargue AH. Determiner un systeme de forces dont la resultante 
de transport parallele soit situce dans un plan normal a laxe d’ebranlement instan- 


tane. On fera dans la valeur generale: 


e. X N Y M 1 / L 
cosh, /O) er FR ABFR K-C 


la quantiie cos CR, /6)=0, ce qui donne 
B.C.N.A+A.C.M.Y+A.B.L.Z=0. 

Sil etait question dun solide de premiere espece, on serait ramend imme- 
diatemen! par celle equation a une conclusion deja connue, Sı toutes les forces 
agissent dans un meme plan dinertie, dans celui yIx par exemple, l'equation 
obtenue est satislaite identiguement; car alors Z=0, N=0, M=U0: donc 
le solide s ebranlera autour de laxe normal ü ce plan. 

Sı toutes les forces sollicitantes sont situces dans un m@me plan, normal 
au plan xy, el passant par le point I, la somme de leurs moments ä tourner le 
solide autour de /z. sera evidemment nulle. C'est ce quon peut aussı verilier ana- 
Iytiquement, En ellet, toutes les projections des forces sur (e/y) coincideront 


ensemble; elles feront par consequent toules langles „ aveclaxe /x. Mais on a 


cosa = cos",siny, cos? = sinNsiny; partant le moment de chaque force au- 
tour de /z devient 

P./.(cosa.sinn — cos cos") = P.l(cosn.siny.sinn — sın.siny.cosy) = V, 
ce qui donne aussi identiquement L = *.P.l.(cosa.sinn — coscos") = 0, 


Dapres cela lequation generale devient 

B.N.A+AMN=0: ou bien (A— DB) sin 9.c0osn.(Z.Pl.cosy)(Z.P.siny)=(). 
Pour une forme de corps quelcongne qui auraıt A ou BD, cette der- 

niere pourra encore eire remplie de trois manieres diflferentes: savoir par 

=Psnoy=0, -Plecsy=0, sinnco7 =, respeclivement. L’egalıte a zero 

du facteur sin? cos”, ramene A ce quon connait deja: celle ZPl.cosy=0 ne 

saurait tre admise pour une disposition generale des forces dans le plan dont ıl 


sagıt, puisquelle exprime la somme de leurs moments autour dun axe perpendi- 


culaire a ce plan, et partant situe dans le plan dinertie y/x. Une reste donc 











9, Steichen, sur la rotatıon des corps solides. 11 


que legalite I. P.siny=0 qui nous montre que si la somme des projections 
de plusieurs forces situdes dans un plan du point fixe, perpendiculaire a un plan 
principal, est nulle sur ce dernier plan, ces forces ebranleront le solide autonr 
d’un axe normal & leur resultante. Enfın, legalite a zero du facteur (A—B) nous 
ramene ä une proprietd des solides de seconde espece; deja etudice plus haut 
(voir Remarque VI). 

Remarque AIV. Sans nous arreter a signaler des consequences de no- 
tre solution, dejä bien connues dans la science elemmentaire, nous examinerons le 
cas de leffet dynamique instantane dun systeme de deux forces paralleles, «gales, 
mais contraires, et qui ne sont pas diametralement opposdes. On demande de 
determiner l’axe d’ebranlement du corps, correspondant ä un tel systeme de 
forces. 

Soient (a, b), (a‘, 6) les points de rencontre des deux forces proposces 
avec le plan diinertie (w/y): a, 3,y les angles de la direction de lune d’elles avec 
les axes coordonnes: on aura pour les moments autour des trois axes: 

N=— P(b—b’/) cosy:M= P(a— .a‘)cosy: 
L= P.(b— b')cosa — P(a — u‘) cos?: 


partant, en vertu des formules (IH): 





C P cos, (b — b') B Pcosy(a—a) 
cslh= — PRZRE u = ni 
K,-A ? 1 K,: b 





Peosa(b—b’ )—Fecos; 7a— a‘) 


cos A, = K, .C ’ 


valeurs dans lesquelles on a fait pour abreger: 


- b—)b! a— ad bb ni s 
K= PVC, ))+ 35) 00 + (Cosa "eosß) | 


Pour que les deux forces du systeme tendent a tourner et tournent en 
effet le solide autour dun axe instantane, perpendiculaire a leur plan partout ä 
leur commune direction, ıl faut que la valeur generale de langle compris entre 
laxe et la direction (a) soit droit, ce qui donnera: 
cosacosCG, + cosßcosB, + cosy.cos A, =. 
Cette condition devient par substitution:: 


cos acosy(b—b’) , cos?cosy(a— da) cosa(d—b) — cosA(a—a ) 
u - u. 0 T Feen: ‚2: u > 
K,-A Kı:B 4 C-K, 











et revient ä celle-cı: 


1 AR | 
|< — b’) cosa. (4-3) +(a—u')cosß. (;— ©) |. cosy =. 
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Or on na pas generalement coy=V, op A=B=G;, e |’ equation de 
condition obtenue n'est parconsequent pas identique en general, et fournit pour 
autant de valeurs differentes que l’on vondra attrıbuer de valeurs differente A «a; 
mais elle devient identique: 1) pour y=90’— 2); pour «=, = 90°. Ainsı 
deux forces parall&les, «gales et contraires, tourneront bien le solide autour d’un 
axe perpendiculaire dans de certains cas particuliers, facıles ä @noncer; mais en 
general la rotation se fera autour d’un axe oblique a leur plan. Ainsi ce que 
l’on nomme l’axe d’un couple (la perpendicnlaire au plan des forces) est loın 
d’ötre generalement l’axe effectif de la tendence & la rotation. 

Cet axe de couple n’est done qu’une ligne ideale qui peut entrainer, les 
commencants surtout, aux idees les plus fausses sur l’effet dynamique instantane 
des forces. On nous objectera vainement que dans la theorie des moments, on 
concoit pareillement et souvent un axe ideal; cas alors qu’on en vient ä cette theo- 
rie, on a deja de bonnes ıdees sur la science elEmentaire; et d’ailleurs, en conce- 
vant les moments et leur theorie de la maniere indigude sommairement dans no- 
tre premier m@moire, on evite entieremen! le grave inconvenient, particuliere- 
ment inherent ä ce qu’on nomme parfois de nos jours la theorie des couples, 
quolque ce ne soit, selon nous, ni une theorie, nı un principe nouveau; c'est sim- 
plement un moyen de recherche ingenieux pour le cas otı ıl faut raisonner sur 
des forces appliquees a un corps rıgide, et otı alors la notion des moments peut 
aussi tonjours dire employee avec succes et simplicite. D’ailleurs nous ignorons 
sı Ja question dont nous venous de donner la solution, eoncernant la direction 
de Faxe de rotation dun couple, applique a un solide pourvu d’un point fixe, a 
te deja resolue. Quoiqu'il en soit, elle constitue la premiere base de ce quiil 
conviendrait de nommer la thcorre dynamique des couples; et plus loın on en 
examinera les eflfets sur un corps solide parfaitement libre; ce qui ne constitue 
qu’un cas tout special de la question generale du ($. 9), relative au mouvement 
naissant d'un corps Iibre. Quant aux proprietes statiques des couples, elles ne 
sont que des consequences des principes fondamentaux de la science, et l’ıdee 
premiere qu’eveille la definition du couple nous parait-trop vague, trop dynamı- 
que que pour pouvoir etre prise a son tour comme base, comme point de depart 
de ces notions elles-m@mes. Celles-ci aussi ont, il est vrai, leur cöte metaphy- 
sique; mais elles sont plus simples, plus directes, plus saisissantes. Eh quoi, on 
va jusqn’a vonloir degniser ’antique principe du levier sous une forme embaras- 


sante dont ı! faut de nouvean le depouiller quand une foıs ıl s’agıt den venir anıx 


applications sı freaqnentes et si immediates, dont il est susceptible. — 
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$. 5. 


Quand un corps solide est en eqmlibre sous laction de plusieurs forces 
par le moyen d’un point fixe, ce point souffre une pression egale en grandenr et 
en direction ä la resultante de transport de ces forces. En effet, V, M, I, &tant 
les sommes des moments des forces antour des axes /a, Jy, /z du point fixe, nous 


aurons d’apres les conditions d’equilibre connues, necessaires et suffisantes: 
N=0 , M=0 , IL=V. 


Mais en designant par N‘, MM’, L‘ les moments de la force unique x, capable du 
m&me effet de mouvement sur le solide, on a €videmment, et aussi par les equa- 
tions (V‘) de Ja remarque XI: N=N, M=M, Y=L, partant 
N=0Q4, M'=0, L'=0. Les equations (2°) donnent done: 





b=N. 


— rcsvr.5J)=0 ,„ tosec..a—=(0 ,„ doune=o0 


Ainsı la force unique m, capable du m@me effet de mouvement, ou la resultante 
dynamique des forces proposees, doit passer par lorigine ou par le point fixe du 
corps; ce qui etait dailleurs Evident davance: mais de ce que NM=0, M=V, L=V0, 
lequation de condition duune resultante effective est satisfaite identiquement; de 
sorte que les forces equilibrantes ont une resultante effective; et celle-ci doit 
passer par le point fixe; car dans la supposition contraire elle aurait une certaine 
energie ä faire turbiner le corps autour du point fixe; contrairement A [hypothese 
de l’Equilibre. Donc le point fixe Eprouve une pression egale ä la resultante de 
transport ou ä la resultante effective; ce qui ici revient au meme par demonstra- 
tion. Ainsi, quand des forces se font equilibre sur un corps solide par le moyen 
d’un point fixe, la pression soufferte est Ja möme que si les forces se transmeltaient 
paralleleınent a elles-mömes en ce point. On nommera cet Enonce, pour abreger, 
le princıpe de la transmission des forces equlbriantes. Ce-ci etant admis, 
proposons nous d’evaluer la pression soufferte par le centre d'inertie fixe d’un 
corps rigide qui se trouve soumis ä lactivite simultande de diverses forces, et 
sebranle par suite de leur action, d’une rotation instantande „ infiniment petite 
du second ou du premier ordre? Soient (fig. 3) JO laxe d’ebranlement; 4 la 
position dun @'&ment quelconque dm du solide; At une tangente en A au cercle 
que dm tend ä decrire autour de JO; AB le rayon de ce cercle; BD une droite 
parallele & At. Les trois droites JO, BA, BD sont done deux-A-deux normales 
entr'elles, et forment comme trois axes coordonn6s rectangnlaires. Posons, comme 


plus hant: 
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0IA=(, , 0ly=B, ,„ O0IL:=A,, et ensuite: 
(DB, IX)=C/:(DB, Iy=B/‘; (DB, ID) = 
Sı lon nomme encore x, y, z les coordonnedes du point 4 a linstant de la secousse 
ou de la pression; x‘, y‘, 2’ celles du pied D de la perpendiculaire AB = \. 


on aura.: 


[4 
& 


nr  EIE : y-y n 2.2 
cos(Ab,x)= 77, cos(AB,y) = "57, cs(AB,.) = —, 


I 


La reaction dinertie de lelement dm en A sera 


2dE . 


di?’ %k.dm 


et dirigee suivant la tangente Ai, sı la rotatıon est censce tendre de A vers 
G, ou de droite a gauche pour un observaleur fietif, quı aurait l’oeil en (0) et qui 
regarderait de (0) vers I, la partie du solide superieure a ’axe /O, Si l’on con- 
sidere ensuite que la ligne At est ä la fois normale aux droites AB, AI, on 
trouvera ä laide dune transformation quau besoin on fera connaitre plus loin: 
cos(2A,x) ou cos G/‘ = cos B,cos(BA, z) — cos A,cos(BA, y) 
E94 
cos(£A,y) ou cos BD,‘ = cos A,cos(B.A, x) — cosC, cos (BA, z), 


cos(£A,z) ou cos Ay = cos, cos(BA, y) — cos B,cos (BA, x): 
| Gew) 
dou: cosL, =cosD,. — (c0S - 
2—ı 
cosB\’ = cos A, . (= ) — cos C,(- >*) 


y—y 2 — 2% 
cosA,' = cos(,. (5 ) — cos B, =) 


Ainsi la force dinertie tangentielle de lelement en A aura parallelement aux 
trois axes d inertie les trois composantes: 


DdE 2dS 


Fr k.dm.coC‘ = Ze (cos B, zadm — cos B, z’dm + cos Ayy'dın — cos Aydm) 
2dE . au 2dE } u : 

get" dm,cosb‘ = de (cos A, edm—cos A, a'dnm + cos C, 2’ dm — cos Cz dm) 
2as . 4 2dS ‚ ‘ - > \ 
der’ \.dm.cos A,‘ = de (cos Cydm cos Gy dm + cos B, x dm — cosBadm). 


(La suite au cahier prochain. ) 
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10. 


Memoire de mecanique, relatif au mouvement de 
rotation et au mouvement naissant des corps 
solides. 


(Par Mr. Steichen, professeur & l’ecole militaire de Bruxelles. ) 


(Suite du memoire No. 9. du cahier precedent. ) 


I our avoir les projections des reactions dinertie totales sur les troıs axes 
coordonnes, on naura quä integrer les valeurs precedentes dans toute l!etendue 
de la masse; et comme, par hypothese, c’est le centre dinertie qui est fixe, on a, 
par definition: S[adm=0, Sydm=V, Szdm=V: de sorte quil ne 
reste plus pour la projection totale sur l’axe des abscisses que la valeur simplihce: 


2d: " 
Fr (cos A, [rum — cos B, [=um): 
® 


, o 
.» " D. d 
Et sı lon pose pour un moment BI=u, on ax’=ucos[,, y=ucosB,, 2 =uc0s,, 


partant Sy’lm=ecos B,, Judm, [z’dm = cos A, Judm: partant identiquement: 
cos A, /y' dm — cosB, /,dm =VQ; 

et cette egalite A zero du premier membre subsisterait par consequent encore dans 
la supposition plus generale que le solide ait un point fixe quelconque. On voit 
done d’abord que la somme des projections des reactions dinertie tangentielles, 
dües a l’ebranlement sur Yun quelconque des axes coordonnes, ou sur [une quel- 
conque des trois lignes d’inertie du solide, est nulle; partant que la resultante de 
transport de ces forces est nulle, toutes les fois que le corps solide, sur lequel on 
agit, est fixe par son centre dinertie. Mais dun autre cöte ıl doit y avoir equilibre 
entre les forces sollicitantes et les reactions dinertie quelles provoquent. Donc 
toutes ces forces doivent se transmeltre parallelement a elles-memes sur le point 
fixe; et comme la resultante des reactions est nulle, ıl sfensuit que lors de l!’ebran- 
lement le centre diinertie souffre une pression ou une percussion egale A la resul- 
tante de transport des forces sollicitantes de pression ou de percussion. De la on 
conelut encore quun corps solide, fixe par son centre mecanıque, ne saurail Jamais 
etre ebranle nı percute, sans quil y ait en m@me temps pression ou trepidation sur 
ce point: cette pression ne saurait Ötre nulle que pour un couple de forces dont 
la resultante de transport est nulle evidemment; et encore pour le cas d’ une force 
infiniment petite, appliquee au corps a une distance infinie; ce qui est impossible 
a realiser dans letat reel des choses, 
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$. 6. 


Continuation. Examen d’un cas plus general. 

Maintenant nous sommes en etat aussi d’evaluer la pression du point fixe, 
alors m&me quiil differe du centre, et qu'il se trouve ä lexterieur ou ä linterieur 
du solide propose. En effet, en nommant ,, ,, . les composantes suivant les 
coordonnes 0X, oy, 02 du point fixe (0), composantes des reactions tangentielles 
dinertie, ou aura dapres le No. precedent, ı exprimant la masse, et, y, z les 


coordonne£es du centre d'inertie, rapporte A ces axes: 


2ds 2dE 

Tr. = de . A421] C0S B, — de? (4) 1 cos, 
2d& 2dsE 7 

Tr, == TUR e X, cos A, = dr ‚ A12,C0S C 
2ds j 2ds 

T.= de (Y, cos E, == di? (X, cosB,. 


Sı !on tient compte de la valeur de la rotation @lementaire d£, fournie par 
la derniere @quation (VI) en fonction des quantites VW, M, L, A, B, C, qui expri- 
ment ıcı les nergies de rotation des forces autour des nouveaux axes et les moments 


dinertie du solide relatifs A ces axes, on pourra faıre aussi en quantites toutes fınıes: 


| m, = (z,cos B, — YıcosA,). uK 
(A.) T, = (x,cosA, a rar cos () . AL K 
| rw. = (yıcosG, — xıcos B,). U K. 


Si lon tient compte des relations qui hient entrelles les rotatıons composantes A 


la rotatıon r@sultante. on pourra faıre encore: 


2do 2dp 

Tr u de A 21 SE: de . “4Yı 
2dy 2dw 

1, = Gp UT ge » (Aa2ı 
Ddın 2do 

TC, m ar «yı ae . AL Ce 


En substituant dans celle-cı les valeurs des rotations @l&mentaires dhb, dw, dp, four- 


nies par les egalites (III. $. 4), on obtient les &quations non moins symetriques: 


M L 
Tr am pp «4 Ya er AYı 

L N 
(BD. TU) Ga c AL A . AL 2 


N M 
Tr. = za“ PB 4X: 


Autrement encore, On peut donner de la m@me question une solution plus 


simple encore, et non moins rigoureuse que la premiere. Puisque dapres le principe 
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de la composition des mouvements, la rotation @lementaire totale autour de !axeOK 
(cet axe se nomme /O, quand 7 est fixe), se compose des trois rotations instantandes 
et partielles autour des axes coordonn6s rectangles (0ox,0y,02), lar&action tangentielle 
totale en A, dirigee de A vers t (Fig. 3 et 4), doit resulter pour chaque molceule 
dm, des reactions tangentielles qui correspondent aux rotations fietives (db, do,do) 
et qui agıissent dans des plans normaux aux axes directeurs, en sens con- 
traires de ces mouvements partiels. Or, en comptant laxe resultant OR de (0) 
vers K, et lamenant d’abord sur celui de z positif, l’observateur, qui regarderait 
de K vers (0), verrait dans langle (yox), je suppose, la rotation se faire sur oz 
de droite a gauche. Ainsi tout element inerte, ebranle, et situe dans langle (yox), 


‚ . ‚ . . Ä \ ‚ 1 \ une > 
reagit avec une energie tangentielle düe a dp, egale a —y.OA.dm, et di- 


rigee dans le sens de Af de A vers f. Cet element donne ü lıeu A une com- 


. We . \ 2 2dy 1 
posante qui se r@duit suivant laxe des  ä — —a.OA.dm. —— ‚ydm 
dt? € u 
; i ; 2dyp 
et suivant l’axe oy ä celle = ep. vdm. 
( 
La rotation elömentaire dw autour de !’axe oy engendre les forces partielles 


2do | 
+77 > .zdm parallelement ä ox, 


2du ? 
u” „zdm parallelement a oz. 


De meme, la rotation autour de oa donne les composantes 


__2dw 
je .zdm  parallelement ä oy, 


2dw \ x 
+7,a.ydm  parallelement ä oz. 


Aınsı la projection orthogonale de la force @l&mentaire totale, sur les trois axes 
coordonne&s a les valeurs: 








2duo 2dy 
If ‚zim— FT, ‚ydm parallelement ao, 
2dyp Ddın 
Fr}  .zdm — p ‚dm PIREEURRORERRESERT | 05 ..0, 
2dw 2do 
Te -Ydm— jp -vdm em kn: ir 


Or il est manifeste que pour avoır la r&sultante de transport de toutes les reactions 
diinertie tangentielles, relatives aux differents elöments de la masse. il faut faire 
la somme, ou prendre P’integrale de chaque groupe de forces, et extraire la racine 


carree de la somme des carres des trois integrales definies, ainsi formees. 


25” 





188 10. Steichen, sur la rotation des corps solides. 


Divısant ensnite chaque integrale partielle par cette racıne carr@e, on obtiendra 
les cosinus des angles compris entre la direction de la r@sultante de transport et 


entre les trois axes coordonnes. Ces sommes ou inteerales partielles sont precise- 


[6 
oO 
ment les valeurs trouvees par la premiere methode pour les quantites w,, ,, r.. 


Si en outre o exprime la resultante de transport des reactions, et A, 44, v les angles 


de sa direction avec les axes ox, 0 Y, 02, on aura: 
+ , 2 2 2 “ Tr ST, ST; 
o=Ym tn, +07), osa=—, osu=7z, oe= 





(WW) 
et les qnantites T,, 7T,, T. sont connues par les equations (D). 

Nons ne devons pas omettre de faire observer que dans les deux derniers 
No. on a considere comme positive toute rotatlion se faisant de droite ä gauche: 
partant que dans les valeurs donndes par les equations (B), et ses analogues, les 
moments /\, M, L doivent tre pris avec des signes contraires ä ceux qu’on leur 
attrıbue habituellement par suite d’une convention differente. 

hemarque I. Est-ıl possible de trower un systeme de Jorces, capable 
debranler ou de nercuter le corps autour dun point fixe excentrique, sans 
que celu-ci souffre daautre pression que celle düe aux forces sollicitantes? 

Pour remplir les conditions du probleme, il faut faire ä la foıs 


r=0b, n—=0, m.=0: et les equations (A) donneront: 


cos D,.2; — cos Ayı =0, os Aa —cosC4=0, eoosGy,—cosBa, =®: 
resultats dont Fun quelconque est une consequence identique des deux autres, 
De plus. en attrıbuant pour un instant a, %, 2, une signification d’indeterminee, 
on voit quils representent les equations de l’axe instantane de rotation, et que cet 
axe passe par le centre / du solide. Done, pour que la question soil possible, non 
seulement pour &,y,5, = 0, mais par un point fıxe quelconque, les forces doi- 
vent etre disposdes de facon qu’elles ebranlent le solide autour d'un axe du point 
lie, passant par le centre dinertie. Ainsi, dans le cas olı ces deux points sont 
donnes, de meme que la position du solide, on determinera un systeme de forces 
propres a satisfaire aux conditions trouvdes, lesquelles se reduisent en vertu des 
valeurs de G, BD, A, ä ces autres: 
CM„=BLy,: AlamtC.N.s 


Celles-cı deviennent dans l’hypothese d’une seule force P dont les composantes 


rectangles seraient A, Y, Z, et le point d’aapplication (a, b, e): 
C.z(aZ—c.A)=B.y(bX—aY) 
A,x,(bX—-aJ)=Uz(eY—bZ). 


Comme lune quelconque des trois coordonnees reste arbitraire, on peut faire 
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e=0: ce qui simplifie ces conditions. De plus, comme il recte cing ind@termi- 
ndes A, Y, Z, a, Ö, et quil n’y a que deux equations de condition, on voit que la 
question est susceptible d’une infinite de solutions. 

hemarque I]. Les valeurs de mı, 7,, . des @quations (B) conduisent 
da une consequence curieuse, en ce quelles monitren!t que la resultante de transport 
des reactions tangentielles, estimee suivant la droite OJ qui joint le centre et le 
point fıxe, est nulle, et que parconsequent elle doit tre elle-meme parallele ä la 
ligne d'intersection dun plan normal a l’axe OR de rotation avec un plan normal 
ä la ligne centrale O/. En effet, dans le raısonnement des No. 5 et 6, les axes 
0%, oy, 02, quoique rectangles, sont resies arbitraires de direction. Hien nem- 


p@che done de diriger le premier o.x suivant O/, ce qui donnera a la foıs: 
j M 
Yı => VÖ, Z, = 0, partant Tr = 0, 7, ne 4X , nn, = rar. x: 
Mais pour Enoncer quicı nous adoptons un systeme particulier d’axes coordonnes, 
accentuons tout ce qui sy rapporte; et soient ox‘, oy‘, 02‘ les designations du 
nouveau systeme: dot 
L M 


n,„=V%, m, = ua m on, u 


2 < B ( 


La resultante et sa direction seront donnees par les equations 


—_ Be ge +7) 


M” BU M” 
cos (0, y‘) = 4 | (o3+ 5°) ‚ sa) = pi .:] (Ar +5): 
expressions dans lesquelles les quantıtes B °C’ sont les moments diinertie du corps 


par rapport a des axes rectangles traces "u le plan y‘z‘, normal en (0) a la ligne 
centrale 00° ou O/, tandıs que M', L‘ sont les moments des forces ä tourner le 
corps autour de ces axes. La direction de l’axe de rotation sera donnde par les 
formules 

cos(Köx’) = _ .„ cos(Köy)= Dr ‚, cos(Kd:) = —.- 

Si les forces sont toutes dirigees dans des plans qui se coupent suivant la ligne 
centrale, on aura N‘=0: partant cos (k6z‘) = cos (o,y'), cos(ko'y)=— cos (0.2): 
et ıl faudra parconsequent que laxe 0% soit alors normal A la direction de la re- 
sultante d'inertie, et situce avec elle dans plan le (z‘oy‘). 

Goncevons de nouveau que le tout soit rapporte aun systeme d’axes coor- 
donnes rectangles quelconques que nous pouvons faire coincider, soit avec les 


axes permanents en (0), soit avec des droites paralleles aux trois lignes d'inertie 
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centrales. Puisque lon vient de reconnaitre que la resultante d’inertie croise A 
angle droit la droite OJ, ıl sensuit queen faisant 


%, == v,C0s0, , Yı=vıcosß , 2, =vıcosy, on doit avoir: 
cosa@ cos + cosP.cos u + cosy.cose = 0; 


ou bien: X. tt Y,.T, + 2.07, = V: 


equation de rotalion qu’on peut deduire aussi des @quations (B), en multipliant 
la premiere par ,, la seconde par y,, et la troisi&me par z;: 

Les moments anti-dynamiques des reactions doivent @tre egaux A la somme 
des moments dynamıques des actions, ä cause de lequilibre qu'il ya entrelles. 
Done, pour que les reactions puissent avoir une resultante unique, egale & celle de 


leur transport parallele, ıl faudra avoir, comme pour les forces actives: 
N. + M.n, + Lr.=V®0. 


Or, eu egard a lavant-derniere equation de condition, on voit que la derniere est 
satisfaite toutes les foıs que les forces sont disposees de facon a avoir des moments 
de rotatıon autour des axes ow, oy, 02, respectivement proportionnels aux projJec- 
tions de la ligne OJ sur ces mömes axes: car cette hypothese fait rentrer la der- 
niere eqnation dans lautre, qui est toujours satisfaite. 

Iemarque Ill]. Trouver dans le cas dune force unique, appliquee au 


solide, les conditions necessaires pour que la pression transmise au point fıxe et 





due a lactıon et aux reactions A la fois, soit nulle. 
Dirigeons les axes coordonnes suivant les lignes 0x‘, oy’, 02‘ (Voir. re- 


marg. I1.). La condition du probleme exige donc que l'on ait: 
nr. +X=0 ,„ z.+Y=0 , n.+Z=ß0, 


A‘, Y', Z' designant les projections orthogonale de la force sur ses axes. La pre- 
miere condition devient A\=0, en vertu de ce qui est dejä dit, et montre que 
la force sollicitante doit @tre dirigee dans un plan normal a ox‘, cest-äA-dire ä la 
ligne centrale. De plus, ä cause de la direction des axes coordonnds, on a 
=0V, y’=0(; partant: 


N [4 

on: Mm. | 

1. gl ,„ mM=— pi: cequ donne: 
„ L r M’ 

"=— 0. 4%, s Z=H+F7.us. 


De plus, la condition A’ = 0 reduit les valeurs des moments L‘, M‘, N’ a 


M' = Zx N= Y'z—Z.y, 


E _— Y'.x 
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(x, y, 2) denotant toujours les coordonnees du point d’application de la force 
unique proposce. Les signes des moments sexpliquent par lobservation presen- 
tee ä la fin du ($. 6) m&me; et comme cette force, quelle que soit sa direction, 
doit couper, ou le plan (z‘, x*), ou le plan (y‘, x), puisqu’ elle doit se trouver 
dans un plan parallele ä 2/0 y‘, perpendiculaire a OJ, on pourra faire encore y=; 
alors (x, z) seront les coordonnees de son point de rencontre avec (z‘, y‘): cela 
donne: 
L’=—Y..e , M=+Z..ac;, N =Y.z: 

Substituant ces valeurs des moments dans celles de Y‘, Z‘, en w,., .., dont les 
valeurs ınöımes sont donndes par la remarque precedente, on obtient les conditions 


i ‘ 
Am.al U ,„ un.X = 


p: 
lesquelles sont seulement possibles dans le cas de 3’ = (’: ce qui suppose que 
lon puisse trouver dans le plan z‘oy‘, normal A0O/ en (0), deux axes rectangulaıres 
02‘, oy‘ par rapport auxquels les moments diinertie du solide soient egaux entr’eux. 
Nous examinerons plus bas la possibilite de cette condition. En ladmettant ıcı, on 


a la direction de laxe d’ebranlement par les equations 


N M’ L 


cos(KöJ)= x , ceos(Köy‘) = BE > ees(Kir)=gr: 
= Y'z = Zx u Yx 
we; 2; — BR’ u 


r 


Sı lon multiplie ces equations, la premiere par 7 (R etant la force totale), 


Y .ox zZ’ 2) . . & 
la seconde par R: la troisieme par > quensuite on les ajoute membre-a- 


membre, ou obtient, eu egard a legalite X’ = 0, l’equation suivante: 


cos KOT) cos (ROT) + cos (Köy‘) cos (Röy’) + cos (Koz‘) cos(Röz‘) = V, 
qui demontre que laxe d’ebranlement et la direction de la force R se croisent A 


angle droit dans l’espace; et cette circonstance s’accorde parfaitement avec ce que 


on a deja vu sur la direction de la resultante de transport des reactions tan- 
gentielles. 


Si la ligne daaction de la force R vient couper la ligne centrale O/ en un 


point /, naz=0, osKO/=V,; et l’axe d’ebranlement se trouvera dans le 
plan (2‘°0y‘), dans une position perpendieulaire ä la projection de la force R 
sur ce plan. De plus, la distance © du plan de R au plan parallele (z/oy‘), est 


donnee par l'equation obtenue plus haut: 
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tg B 


r = BER 


u X 


a A 
ux, 

Iemarque IF’. Concevons par le centre d inertie un plan normal ä 70, 
et tracons dans ce plan deux axes Jy“, Iz“ respectivement paralleles a Ox‘, Oy‘; 


ceux-cı etant censes determines de direction par la condition = B‘. Sılon 





nomme 4”, u” les moments dinertie du solide, relatifs ä ces nouveaux axes en J; 
on aura, dapres une transformation connue: 


y 7 7 2 
C’=zul+ux”  „ B=ul+ u”: 





partant «ı/”= uk“, en vertu de la condition C’= B'; et 
’ ur) + uk? ae 
(A. 2 == —_-—1H1Ht-:: 
4X, X 


Nous voyons par lä que sı lon peut trouver au centre dinertie dun solide 
deux axes rectangles ä moments egaux, on naura qu‘ä clever en ce point une per- 
pendiculaire au plan des axes; et que tout point (0) de cette droite sera propre 
a donner la solution de la question. Fixant done un tel point (0) du solide, on 
ebranlera-celui-cı par une force appliquee dune maniere quelconque dans un 
plan P, normal a la ligne OT, et distant du plan (z‘/0oy‘) dune quantite x que 
determine [&quation(A), et on aura une pression nulle sur le point fixe. Car dans 
cet @tat des choses, la resultante de transport des r&actions tangentielles d'inertie 
est egale et contraire A la force de pression ou de percussion appliqu6e au corps. 
Cest en effet ce que l'on peut veriher immediatement; car en reprenant les va- 


leurs des quantites cos (o,y‘), cos (o,2‘), donnees dans la r&marque (IM), et y sub- 





stituant pour L/, M* leurs valeurs Y=—Y'%x, M'=Zx, et de plus intro- 
duisant Ja condition C' = B', on trouvera pour cos(@, Y‘), c0s(w,2‘) des valeurs 





independantes de la nature m&me du solide percute, A savoir: 


cos (0, y)=— Y:Yyr"+Z)=—y':R , cos(o,2)=—Z.h: partant: 
cos(,y)=—cos(R,y‘) , os(a,2)=— cos(h, 2‘). 


Faisons römarquer que tout cela est vrai encore pour les cas de plusieurs 
forces sollieitantes, pourvu qu’elles soient reductibles & une force unique qui soit 
situee de la manıcre indıquee cı- dessus, 

On a ensuite pour la direction de laxe de rotatıon: 

cos (Kö) = u.Y.z2.x:Y[a Y%. 2.2, + AI? + ZA]: 
A. Z:VCIr rn”) + etc. 


cos (Koy‘ 


2) 


cos (Au: ) = — A". ni (u - 22,” -+ eic. 
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Ne perdons pas de vue ce qui est deja demontre, a savoir que quelle que 
soit la direction de la force A dans son plan P, elle ebranlera le solide autour 
d’un axeOK, qui la croise a angle droit. Puisque done P est normal ao‘, ou A la 
ligne centrale OJ, il sensuit que A est aussı normale de direction avec O/, partant 
que cette force est perpendiculaire au plan mene en (0) suivant les deux droites 
OK, OT. Ainsi, connaissant un point convenable, et se donnant l’axe de rotation 
instantance OK, il faudra choisir la force (Ft) dans le plan PP, et la diriger nor- 
malemment au plan/OA. Soit 90° la ligne dintersection du plan ZOK avec le plan 
P: R devra agir dans P, et normalement a la ligne dd“. Mais en quelque point 
de d0° qu'on fasse agır une force ainsı dırıgee, on obtiendra sur le point fixe une 
secousse ou une pression nulle. Le point d’application exterieur d’une force uni- 
que, ainsı appliquee, est ce qu’on peut nommer un point de percussion exteriew 
du solide, et son point de rencontre avec la ligne 00°, ou avec le plan /ZOK, est ce 
qu on peut nommer un point de percussion interieur, Mais peu importe quon 
admelte ou qu’on n’admette pas ces denominations. La question essentielle con- 
sistait pour nous ä reconnaitre les circonstances et les conditions gendrales dans 
lesquelles le solide peut Ötre ebranle, sans quil en resulte une pression sur le 
point fixe. Cette question se trouve maintenant resolue, quoiqu elle n embrasse 
pas comme cas tout particulier Ja theorie ordinaire du centre de percussion. 
Dailleurs cette theorie ordinaire, telle quon letablit habituellement dans les traites 
de me@canique rationnelle, nous paraıt m@me erronee en ce sens quon y admet ta- 
citement quon ne saurait ebranler un solide sur un point fixe, sans que celui-ci 
eprouve une pression ou secousse, que dans le cas otı l’axe d’ebranlement serait 
un axe permanent de rotation. En outre, cette theorie nassigne pas möme d’une 
maniere precise et prealable le mode d’application de la force, requis pour que l’e- 
branlement se fasse autour d’un axe permanent, dans le cas d’un seul point fixe; 
puisquelle prend les choses dun point de vue plus restreint encore, et quelle part 
de la supposition d’un axe d’abord fixe: ce qui est tout different de la supposition 
d’un simple point fixe, 

Por @viter icı tout mal-etendu, transcrivons les conclusions de cette thco- 
rie, formulees par Porsson t. Il. p. 87: 

„Quand un corps solide, retenu par un axe fixe, est frappe par un second 
„corps dont la masse demeure attachee a celle du premier, ıl faut, pourqu ıl n yait 
„aucune percussion sur l’axe fixe, I) que le choc soit dirige dans le plan de deux 
„droites qui font avec Faxe fıxe un systeme rectangulaire d’axes principaux du corps 
„forme des deux masses reunies; 2) que sa direction soit perpendienlaire au plan 
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„du centre de gravite de corps et de l'axe fixe; 3) que cette direction du choc ren- 
„contre ce plan en un point dont la distance f a l’axe de rotation est donnde par 
„la formule = fr*dm : Mr,; ce point se nomme centre de percussion.” 

Cet enonce, pris dans un sens rigoureux, comme on doit le faire 
en pareil cas, nest pas exact, puisque notre analyse prouve que l'on peut 
obtenir une percussion d’action et de reaction nulle sur le point fixe (o), 
et partant sur toute letendue de l’axe OXA, sans que cet axe ait besoin detre 
un axe permanent de rotation; il serait plus exact d’affırmer que si les con- 
ditions (1,2,3) sont remplies, la percussion sur laxe fixe est nulle; et des lors 
aussi in’ y a plus dapparence de contradiction entre les conclusions precedentes, 
Cela posd, reprenons notre propre analyse. 

Pour le cas particulier, otı la force}, qui peut tre de percussion ou de pression, 


materielle ou ideale, rencontre elle-meme, comme son plan Z‘, la ligne centraleOJ 
2 


; | k ai ’ 
en un point 7‘, nous aurons touJours < oauQ0/ = x, + „,; mais l'’ordonnde z=0; 
d’on cos (KOT) = 0; ainsı des lors l’axe d’ebranlement en (0) sera situd dans le 
plan z‘oy“. Je dis en second hieu que si les conditions generales d’une percussion 
nulle du point fixe sont remplies, les reactions tangentielles dinertie ont une resul- 
tante eflective, sıtuee necessairement dans le plan de percussion P. En elfet, en 
substituant dans l’equation de condition connue NM... + Mr. + L’.x.=V, les 


valeurs des morments qui conviennent aux conditions prescrites, remarquant que 


7. =0, on la ramene a l’Equation identique 
YZ.a—-YZıxe=0. 
hemarque F. MU resulte de la remarque (IX. $. 4.) qu une force unique 


ne saurait ebranler un solide pourvu d’un point fixe donne (0), autour dun axe 
permanent de ce point, que quand elle se trouve dirigee dans le plan des deux 
aulres aXes permanents de ce point, Supposons que Oz’ soit un axe permanent 
en (0). Dans le plan perpendiculaire a Oz‘ tracons deux autres aXes rectangles 
queleconques O.x, Oy‘, et appliquons au solide une force qui agisse dans ce plan. 
Soient N, MM‘, L‘ ses moments a tourner le solide autour de Ox‘, Oy‘, Oz‘, 
A‘, 1, Z' ses somposantes rectangulaires, parallöles ä ces axes: on aura evi- 


demmen! : 


NW“=0 , M=0 , Z=-0 , L=Xy—Ta. 


(x, y) marquent les coordonnees de son point d’application ou J’un point quel- 


conque de sa Iigne d’action. Soient toujours T;, T,, X., les composantes des 


reaclions dinertie tangentielles provoquces dans le solide par l’action momentanee 











EEE 
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de la force proposee. Pour avoir encore une fois une pression totale nulle sur 


le point fixe, il faudra de nouveau poser les conditions 
Te +Ä=0 ,„ + T7=0 ,„ m. +Z=0, oun.=d. 


Or en vertu des &galites V=0, M'=0, on deduit des equations (B), en 
y appliquant les notations presentes, que legalıte r, = est identiquement satis- 
faite, et que l’on obtient en outre par les deux premicres les resultats 
A = if : !’=— u 
(a yı 2/7) marquent les coordonndes du centre d’inertie J par rapport au systeme 
d’axes adopte, et € le moment d’inertie relatif a l’axe Oz; et substituant dans 
celle-cı la valeur convenable de L/, et les divisant ensuite membre-a-membre, 
les deux resultats: 
XU=(My—T.x)uyı 
ei 


\ N 
| du Kl Pr, 
— (A‘.y — Y’, x) un‘ \’ r 2 


Substituant dans [une ou l'autre la valeur de A’ en Y’, on obtient @galement: 





C= ulx.xı +Y.Yı'). 


Mais rien nempeche de faire passer le plan z’o®° par le centre dinertie möme 
du solide, et de prendre pour point d’action de la force son point de rencontre 
avec laxe Ox ainsı dispose; ce qui donne Ala fosy’=0, y=0, partant 


zn 1. %.%,' 


De plus, en concevant par le centre dinertie un axe parallele a Oz‘ et rencontrant 
le plan y’oa* en un point Yy, projection de I sur ce plan, et nommant «ık? le mo- 
ment diinertie du corps par rapport ä cet axe yJ, on aura: 


k? 
> 
l 


T 


E 


auP+ua. = , patantc=ı'+ 


et par cette disposition A’ devient nulle, de sorte que Ja composante, parallele 5 
l’axe Oy‘, redevient ainsı la force totale i. On voit done par la que si l’on veut ob- 
tenir ııne percussion nulle sur le point fixe donne, dans la supposition que le solide 
soit ebranl& autour din axe permanent en ce point, il est necessaire que la force 


de percussion soit normale au plan de l’axe et du centre diinertie, et qu’elle agisse 


2 


a 


ä une distance de l’axe marquee par a,‘ Il est entendu de soi-m@me quelle 
1 


doit @tre sıtu@e dans le plan des deux autres axes permanents du solide, relatıfs 


au point fixe donne, puisque dans toute autre disposition elle ne saurait Ebranler 


26* 
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le solide autour de laxe permanent prescrit. La th@orie du centre de percussion, 
telle gu on Favait concue jusquwäa ce jour, r&sulte done aussi de notre analyse avec 
cette simplieite et cette pr&cision qui ne laissent plus rien de vague dans les idees. 
Hatons nous d’ajouter que, comme il y a en chaque point fixe(o) d'un solide trois 
axes permanents de rotalion, ıl y a @galement troıs centres de percussion corre- 
spondants, dont la construction geometrique est manifeste, des que les axes per- 
manents sont connus. Faisons römarquer aussi quil serait peu exact d’alfırmer 
d’une manicre absolue que la premiere manıicre d obtenir une percussion nulle soit 


plus generale que la seconde, ou reciproquement; car dans une, laxe debranle- 
ment ne doit pas, il est vrai, @tre un axe permanent; mais le point fixe (0) paratt 
jusqu icı ne pas pouvoir etre pris au hasard. Dans la seconde manicere au con- 
traire le point fixe est tel point du solide que Fon voudra; mais on prescrit ä la- 
vance Ja condition que laxe instantane soit l’un des axes permanents du solide 
en ce point. Chaque manıere deenvisager la question a done un caractere propre 
de generalite et dindividualite. Du reste, de quelque facon qu’on envisage cette 
importante matiere: les raisonnements que lon fait sont applicables aux forces de 
pression aussi bien quä celles de percussion, quı apres tout ne sont que ellorts 
linis. immensement considerables; et ıl serait certes plus exact de substituer la 
denomination de centre de reaction tangentielle a celle de centre de percussıon, 
qui semble enoncer lidee, que nousy attachons d’apres tout ce qui pr&cede, d’une 
lacon Irop restreinte, el trop exclusive. 

fidmarque FI. 1 nous reste maintenant a examiner le cas otı le solide, 
pourvu d’un point fixe, est soumis a plusieurs forces ä la fois. En rapportant le 
tout, points mal£riels et points dapplication, A un systeme daxes recltangles 
0x, oy, 03, en ce point, nous avons dejä les valeurs des composantes des r&ac- 
tions tangentielles par les equations (A) du ($. 6. ), lesquelles subsistent pour tous 
les cas; ainsi pour avoir les conditions dune pression nulle sur (0), ıl faut poser 
les equations 


ÄA+r,=d, I+-n,=b0, Z+n=ßVU, 


et substituer dans celles-cı les valeurs fournies par les equations cilees; ce qui 
donnera les formules: 
X = (cos A,.yı— cosB..2ı). u.K 
(1.) Y= (coslı.2 — c05A,.x,). u.K 


Z = (cos B,.% — cos C.yı)-.K. 


Si lon multiplie ces quations, la premiere par cosC,,, la deuxiecme par cos D,, et 


























10. Steichen, sur la rotation des corps solides. 197 


la troisitme par cos A,, et qu’on les ajoute ensuite membre-ä-membre, on ob- 


tient la condition generale 
cos(ROK) = «.K.0 = 0: 


Ft denotant la resultante de transport de toutes les forces proposdes, e! ROK 
langle de R avec laxe de rotation OR. On voit done: 1) que pour avoir une 
percussion ou pression nulle sur le point lıxe, la resultante de transport de forces 
doit croiser a angle droit l’axe d’ebranlement. Cette condition, eu egard aux va- 
leurs des cosinus de G,, B,, A,, revient ä legalite 
(2.) EEE ge 
A-KR DK CK 
Nommons tonjours x, Y1,2, les coordonnes du centre d’inertie du solide a linstant 
de la secousse, el prenons: 


2 


2 - 2 mn Pe . 2, — - r -—— / > — . y 
a +yı +2 =rn : %ı =nosa, Yı=resPß, 2Z= r,cosy. 
r- . ale sera desienee ainsı par r,, et fera avec les axes coordonnes 
La ligne centrale O/ sera d Ion " 


les angles «, $, y. Par la substitution de ces valeurs, les equations (1) devien- 
dront: 


lt cos(li,x) = r, (cos A, cos ? — cos B,cosy). u. K 

(3.) Neos(R,y) = rı(cos C,cosy — cos-A,cosa). u. RK 

fi cos(h.z) = r, (cos B,cosa@ — cos (cos ?). (u. K. 
Concevons une droite O//, normale en (0) au plan (OJ, OK) forme par la ligne 
centrale et par laxe de rotation. En nommant y langle compris entre ces lignes 


OT, OK, nous pourrons faire, d’apres une transformation que l’on demontrera 


plus loın: 
(4.)(cos-A,cosd-cosB,cos y)’+(cosC,cosy-cos A,cosa’+(cos B,cosa-cosCjcos?) —=sin’p. 


Carrant donc les equations, (3) et les ajoutant membre-ä-membre, on obtien- 
dra en vertu de cette formule: 


9 2) 6 ’ 7 . 
REF = w.K’rr’sing  „ R= u.K.r,.sing. 


Substituant cette valeur de At de nouveau dans les equations (B), on en dedutt: 
I A I 
(A > — ; Dr inc > / — Pr 
cos (ke, = (cos A, cos? — cos B, cosYy) “sin fr 
(cos C,cosy — cos A, cosa) . a . 
' d sin p 
I 


. (K, )= (cos B COS & —— c0S C cos, >) Zn q 


(9.) cos (k,y) 


I 
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Mais la transformation sur laquelle repose la condition (4), donne avant tout, les 


formules fondamentales 
I 
sin 





cos Hox = (cos A,cos P — cos Bi cosy) 


cos Höy — SR ‚ cosHöz = etc. 


De lä et des &quations (5) nous concluons quil faut avoir: 


cos (R,x) = cos(Höx), cos (R,y) —=cos(Höy), cos(h,2)= cos H/öz); 
partant que la resultante de transport des forces appliqudes est parallele a la 
droite Ho, et par consequent perpendiculaire au plan forme par l'axe de rota- 
tion instantane et par la ligne qui joint le point fixe donne au centre dinertie du 
solide. Cest la la deuxieme consdquence generale des conditions du probleme; 
et ces resultats s'accordent dune maniere remarquable avec le cas particulier d’une 
force unique qui forme toujours elle-meme sa resultante de transport et sa resul- 
tante effective. Quant a l’equation AR = z, u. K.siny, rien nest plus facıle que 


2 


d’en reconnaitre Finterpretation, !evidence geometrique. Elle nous annonce que 
la resultante de transport, ou la quantile de pression transmise au point Iıxe par 
les forces sollicitantes, est egale et contraire ä la resultante de transport des r&ac- 
tions dinertie tangentielles. Les equations (A) donnent en effet 


.._ıyN® , Mm PD 
a —r, A. k sin pp A.rısnY$. | ( B: + a) ’ 


Nous avons reconnu, il est vrai, les consequences des conditions gen£rales 
de la question; mais Ja signification geometrique de lequation (2) ne suflit pas 
immediatement, en combinaison m@me de la seconde cons@quence, pour mettre 
en evidence le mode de disposition des forces, requis pour une pression nulle 
sur le point fixe: mais ıcı ıl importe de se rappeler (Pemarque I. $. 6) que la 
resultante de transport des r&aclions dinertie croise A angle droit la ligne centrale 
OJ. Done la resultante de transport des forces me@mes, doit la croiser aussi ä 
angle droit; autrement leffort total, transmis parallelement a l’axe 0a et suivant 
cet axe mÖme, ne saurait etre nul, et la pression totale ne serait Jamais nulle non 
plus. Aınsi, en adoptant de nouveau le syst&me particulier d’axes ox‘, oy‘, 02‘, 


dont le premier va suivant Ja droite O/, nous aurons 
d BES d u | r FE 5 
+nr.=0, Y rm, Z +n.=V#; 


et partant, a cause der, =0, A’=0; comme cela doit ötre. Nous voyons 


done dabord par la que l’on peut disposer les forces sollicitantes toutes dans des 
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plans perpendiculaires ä l’axe OA” qui coincide avec la ligne centrale., Les deux 


autres equations en Y‘ et Z' donnent de leur cöte: 


L/ a7 
ER en „s ee |, u s 
h) Y’=— ua» Em are; 


et par suite de ces valeurs l'@quation (2), dejäa reduite A la forme simplifiee 
y M' Z 4 


| arg =®. 


deviendra identique, de sorte quelle nexige pas de disposition plus speciale dans 
les forces que celle qui est deja reconnue. Toutefois il n’en est pas de meme 
des egalites qui donnent Y‘ et Z’ en fonction de L/, M', x’, et qu’on peut ecrire 
sons la forme 
CY==-uzf.E : BZ=-+um.M. 
En effet, en denotant par A, la distance au plan de (z/oy’‘) du centre des 
forces paralleles dont Y’ exprime ici la somme, et par A, celle au meme plan du 
| centre des forces dont Z’ exprime la somme, nous obtenons: 
? L=—\./':M =-+\1.Z, 
et en substituant ces valeurs dans les equations en C*Y*, B'Z‘, il vient: 
( — d.%,. X, s D' — A a Na; 
partant B’: = %,:%,. Telle est done presentement la condition qui remplace 
leealite CE = PB‘, requise dans le cas special, qu'on a examine d’abord. Ainsi le 
= ‚reg [ | 


moment dinertie du solide, relatif a Faxe oy‘, doit ätre A son moment d'inertie re- 





latif a laxe 02‘, comme la distance du centre des composantes paralleles ä laxe 
oz‘ au plan (z‘oy‘) est a la distance au m@me plan du centre des composantes 
paralleles ä laxe oy‘. Aınsi dans le cas actuel la condition d’une pression ou 
percussion nulle sur laxe, pourra @tre remplie dune infinit@ de maniceres, sans 
quoon soit oblige de chercher au prealable deux axes rectangles ä moments d'iner- 
tie egaux, ou de soumettre le point fixe du solide ä des conditions partieulicres 
de position. En effet: quel que soit ce point fixe (0), on menera d’abord un plan 
normal ä la ligne centrale O7. Dans ce plan on choisira deux axes rectangulaires 
quelconques (oy‘, 02‘), et on @valuera les moments d’inertie du solide BD’, C' par 


rapport ä ces deux axes. Dans l"espace on prendra ensuite deux points (p,, pP), 





pour le reste quelconques, mais choisis d’apres la condition que leurs distances 
au plan (02‘y‘) soient entrelles dans le rapport de B*:C*; ensuite on imaginera 
un systeme de forces paralleles ä l’axe 02° (ce qui est possible de diverses facons) 


. . \ ei l 
dont le centre soit le point (p,); on conceyra un second systöme de forces paral- 
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löles ä oy‘ dont le centre soit le point (p,) (ce qui est encore possible d’une in- 
finit@ de manieres dılferentes), ou bien par le point p,, place ä une distance X;; 
on fera agir une force unique parallele a laxe oz‘, et par le point (p,), dont la 
distance est %, on fera agır une force arbitraire, parallele ä l’axe 0Y‘: et ce sy- 
steme de deux forces, en general irreducuble, ebranlera le solide autour du point 
fıxe (0), sans secousse et sans trepidation sur ce point, 

Telle est la theorie generale du centre, ou des centres de reaction tangen- 
tielle. S’il se trouvait par hazard que les denx moments dinertie B‘, C* fussent 
egaux, les deux forces en (p,, pP) agiraien! dans un m@me plan normal ä la ligne 
(OT). KElles seraient toujours reduchbles a une force unique qui produirait en- 
core une pression nulle sur(0). Cette hypothese nous fait rentrer dans le cas plus 
special examıne d’abord. Mais dest apres tout ce cas special qui presente icı le 
plus de diffieultes, car ıl repose sur la supposition (Remarque IV ) qu’au centre 
d’inertie / d’un solide on puisse toujours trouver deux axes rectangulaires, par rap- 
port auxqnels les moments d’inertie du solide soient Egaux entr’eux. Telle est 
la question A peu-pres toute geomelrique qui nous reste a resoudre. 


6. 7. 


- 


Trouver au eentre d’inertie, ou en tout autre point d’un solide mate- 
viel. deux axes reetangulaires par rapport auxquels les moments 
d’inertie soient egaux entr’eux. 


Nommons («,,y)(a‘, d',y‘) les cosinus des angles de chaque axe inconnu 
avec les trois axes dinertie /x, Jy, Jz: comme on exige que ces axes soient rec- 
tangnlaires entr’eux, on aura cetle premiere equation: 

aa + RPRH+ yy' —(), 

Mais en designant par A, B, € les trois momenis d’inertie principaux du 
solide, relatifs au centre /, on aura ponr le moment d’inertie, relatıf au premier 
des deux axes cherches, la valeur 

A®+BP’-+Chy, 
et pour le moment relatif au second axe la valeur 
Aa” + BP?+Cy". 
La seconde equation de condition du probleme sera done: 
Aa®+ B.9?+Cy”= A®+BPR+CYy. 


N ® ’s / . Wi ® Ay ’ . 
Sı Ion pose a’ = cosd. coSn, P' = cosd.sın uw yon sSINnV. dapres 


une translormatıon connue, on obtient: 
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@cosn + 9+Sinı, eu 
lang = = — rule , cos = y: ] y’+ (a cosn + pP sın n)”] 
/ 
\ . Pb - AB 71, 
sind = (acosn + ß.siny) :YLy’+ (Zeos7 + Psiny)?]: 
(A cos’7 + Bsin?n) co®?d + C.sin’d = Aa’ + BP? + Cy*: 


et comme on na que deux @quations de condition: la derniere, et [une quelcon- 
que de celles qui donnent tangd, sind, cosd, pour d’eterminer quatre inconnues 
8, 7, a, B,y (car les trois dernieres ne comptent que pour deux), le problöme 
parait m@me susceptible dune infinite de solutions. Mais cest ce qu ıl importe 


de reconnaitre d'une maniere rigoureuse. Sı lon pose: 
A«+BP+Cy =D, 
et que on substitue dans la derniere equation les valeurs de sınd, cosd, deduites 


de la premiere, on obtient: 
y*(Acos’7 + Bsin’7) + C.(acosn + Psiny)’ = D’.[y’ + (acosn + Psinn)”), 
et celle-cı devient par la reunion des termes en cos’„, sin”, cos, sinn: 
(Ay’+ Ca’-D’a?)cos’7+(By’+ CP’- D’P°)sin 27 +2 aPlC-D’)sin 7 cos,-Dy’—d. 
Si lon fait ensuite pour la simplicite des calculs: 
Ay + Ce —- Da=m, by+Cc#®°—-Dp=n, apß(C-D)= p: 

cos =uw ,siny=1— u’, partant sinycosy = uy(e— uw), on obtiendra: 

(D.) I(m—n)’+4p’ Ju‘ — 2[2p®— (m—n) (n— D’y’)W+(n—- Dyy)’—=d; 


et pour que linconnue puisse avoir une valeur reelle, ıl faut poser l’@quation de 


condition 


pP+(m+n— Dy’)Dy’—mn= ou >0, 


laquelle laisse encore une grande latitude dans le choix des quantites a, 3, y, 
puisqu on n’a quune inequation pour determiner deux inconnues distinetes (a,3,y). 
La question est donc ramenee ä prouver que l equation de condition pr&cedente 
peut, ou ne peut pas £tre salısfaite d’une infinite de manicres differentes, et que 
parsuite il ya une infinite de valeurs „,d, ou (a‘,},‘y‘), donnant un axe qui forme 
couple avec laxe (ady) consider€ comme connu, mais devant neanmoins remplır la 
condition dont il sagit. Ainsi, en designant par F un parametre positif arbitraire, 
qui peut devenir nul, il faudra poser: 


pP+(m+n— DD» = F+m.n: 
equation dans laquelle on a parsuite des significations attrıbudes aux quantites 
m,n, pP: 


Crelle’s Journal f. d, M, Bd. XLIII. Heft 3. 97 
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4.B.y+(C— D) (de + By} + a P(C- Di. 
4.B.y' + y’(C— D) (4° + BP) + p?. 


Si l’on reporte cette valeur de mn dans l’equation en F, et que fon sup- 


| 


mn,n 


| 


prime aux deux membres la quantit€ additive commune p*, on obtient: 
(m+n— DyN)D’y=F+4By'+ y(C— D)\A@®+BP°. 
Sı l’on remplace maintenant dans celle-cı les quantites abreviatives par 


leurs valeurs,. on obtient: 
y(Aa’tBPH+C, „AytBytCotC$r-[art, >”) Aa? y IHOY)-y(AatBAHCYH]N 
— ABY— CY(AR+BPIIC— ARd—BR—C.M)—-Feanann. haben er 
equation qui se transforme d’elle- m@me en cette autre: 
(Ay +Bby’—Cy’+C—-Ao®— BP —( y?) (Aa? +B5b, F+CeyY)y ER \ 
— Aby' — Cy’Aa®+ BP) +y (Aa + BP) Aa’ + BR + C»Y)—F\ 
sı lon reunit tout ce qui se trouve multipli@ par le terme 
y(da’+ BP’—2Cy’+C) (A®+BP+CON)— Cy’. (Ad + BP)— Aby—F=V0. 
En posant de nouveau, d’apres la transformation dejä adoptee: 
& = 005E.C0ST , D = sine.cosT , cosy = sin’, 


on deduit de 1A: 


(A+B—?2C)sin’+ Cis sin” r.(Ac cosr+Becosr.sin’e+(Csin’r) Be. BE 

— (,cos’r.sin’r (A cos’e a )— abi a RR ge 
Posant enc Blu 00 EEE l!’or FRE ı “. j 3 : 

; encore sınr = 5 = dot cos? 3) » consıiderant ensuıte 


vA+3)’ V(l+z 
langle = comme donne, et faisant en consequence 


cosE ’ sın € ” €,, , 


on obtiendra la nouvelle transformee: 








(4+B-20*?+C0+Cr z? A: + Be, + 02° 
Wi Pr 1 +2? b>; 0 
02? As?®+Be”  A-B-zt 2 \ 
I+2X  1+2 Ar) F 


Sı !’on reduit le tout au denominateur commun, on obtient yisiblement: 


[(4+B— 20) ?+C][de’+Be,’+ Cz’) ?— F(’+D}) _g 
— (de, +Be)A+ I) — Pe | 
Sı l’on fait encore 2?—= 2 et qu’on developpe l’Equalion de condition, on obtient 


"equation complete du troisieme degre: 
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C?—- AB-3F+(A+B-—-()(A2? + Be?) 

A ne 7 7% = ver Try 
3F | F 

= (4+B-0C-41B-F' s— Arb- O-AB-F 


272 
.- 


Comme on sait par la theorie des equations que cette derniere admet une racine 
reelle au moins, de signe contraire a son dernier terme, il stensuit que sı ce der- 
nier terme, abstraction faite du signe (—) qui lalfecte, est positif, la quantite £ 
aura au moins une valeur reelle positive, et quil existera une valeur reelle cor- 
respondante pour z, ou deux, savoir z = =#yY(2): mais deja le parametre Fest 
par sa nature positif; et le dernier terme de l’equation remplira la condition vou- 


lue, toutes les fois qu'on aura: 
(A+B—-O)C—AB—F ou (d—-O)(C— BD) —Fzd. 
Or celle-ci peut &tre remplie pour les trois classes de solides par le choix convenable 
des axes coordonnes suivant les axes dinertie. En effet, en dirigeant laxe /x suivant 
l’axe du moment dinertie maxımum, et laxe /y suivant l’axe du moment dinertie 
minimum, on aura toujours (A—C)(C— B) positif ou >0, A cause de 
A—C20, C—B2V0 ala fois; et lon pourra en outre trouver pour F 
une infinitE de valeurs, chacune assez pelite, pour Jaisser la quantite 
(A—C)(C—b)— F>0, ou =0. Cela pose, en attrıbuant une valeur ar- 
bitraire ä la quantite angulaire &, et prenant pour F une valeur queleonque posi- 
tive, comprise entre les Iimites 0 et (A— C)(C— B), on caleulera par l’Cqua- 
tion en 2’ la valeur reelle et positive de & qui y repond. Reportant ces valeurs 
de e et dez=yä dans lequation (D), on deduira de celle-ci, resolue par 
rapport a u°: 
u 27? — (m—n)n— D? y?) = V(Zp?’(m — n) (n -D’)-Im—n’+ 4p*](n— D’ y?)) 
(m — n)’ + 4p? 
_ Fe -Wa-D Ei turn - DYDyf-mn) 
TS (m — nn)" + 4p? 1 


> 


Or la derniere forme radıcale dans z* demontre d’abord, comme nous le avons 
admis plus haut, que des valeurs reelles de z seront seulement possibles, ou que 


u? sera seulement reel, sı l!’on a: 


P+(m+n— Dry) Dy—mnZz0 u =F. 
Je dis de plus que sı cette inequation est satisfaite, les valeurs de reelles, ne sont 
pas seulement possibles, mais quelles Je sont encore necessairement. En effet, 
en retranchant la quantite 9 + (m-+-n — D’y’) D’y’ — mn de la quantıte 


-.* 
‘ 
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27’— (m—n)(n— D’y’), on obtient pour resultat p+(n— D’y?)?, ’est-ä- dire 


une quantite positive, et ıl vient l’egalite de la forme: 
2p°’— (m—n) (n— D’y’)— [p’+(m-+n— D’y?) D’y’—m.n]) = p’+(n— D’y})}. 


Substituant dans celle-cı au terme soustractif du premier membre sa valeur po- 


sitive supposce I", et transposant F au second membre, on en deduit: 
2° —(m—n)(n— Do) = F+p’+(n— D’y’). 


De la on peut conclure que le premier membre, ou la quantite 
29° — (m — n)(n — D’y’), est toujours positive. Et comme la quantit€ soumise 
au radical dans la valeur de w* est toujours, apres l’extraction de la racine, moin- 
dre «que la premiere partie positive 2p°— (m —n) (n— D’y?), ıl siensuit que 
les quatre racines de u sont reelles, deux d’entr’ elles etant positives et deux ne- 
gatives, egales en valeurs absolues aux deux preinieres respectivement. 

Sı "on donnait une seconde valeur pour langle e, et qu’on calculät 
la valeur correspondante de r, ou de z ou Z, sans changer toutefois la valeur 
attrıbuce dabord a F, on obtiendrait une seconde double valeur pour u, partant 
pour »,d, parltant un second couple daxes rectangles, satisfaisant a l’@nonce de 
de la question. Mais sans faire varier la valeur arbitraire attribude d’abord & g, 
on pourra faire varıer le paramötre F entre les limites reconnues, et a chaque 
fois encore on trouvera un couple au moins d’axes qui remplissent la condition 
prescrite. Seulement dans cette derniere maniere de proceder, tous les couples 
d’axes repondant ä une m&me valeur de e, et ä diverses valeurs de 7, calculdes 
par l’&quation du troisitme degre, se trouvent dans un m@me plan, normal a celui 
(a 7y), c est-A-dire normal au plan principal forme par les axes a moments d'i- 
nerlie maswımum et minimum. Enfın, on pourra faire varıer a la foıs les deux 
quantites e et F; chaque hypothese adoptee donnera au moins un couple d’axes 
qui satisfont A la question. On peut donc en toute securite etablir la proposition 
generale: Ouwau centre d’inertie dun solide a moments princıpaux indgaus, 
ou gu au tout autre de ses points on peut trower d’une infinitE de manieres 
un couple d’awes rectangles par rapport auwquels les deux moments d’inertie 
du solide ou systöme quelconque sont egauw. Mais ıl faut considerer que la 
valeur du moment d’inertie, commune aux deux axes d un m@me couple, doit va- 
rier gencralement d’un couple A l’autre. En outre, non seulement lanalyse pre- 


cedente demontre la possibilite de la question: elle en fournit en meme teınps 


toutes les solutions possibles dans chaque cas donne, 11 semble au premier abord 


les solides de seconde classe, tels que les solides homog£nes et de revo- 


que pour 
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lution, qui ont deux moments d’inertie egaux entr’eux, Ja question ne soil suscep- 
tible d’aucune solution. Car en faisant par exemple 4= B, le dernier terme 
de l’equation du troisieme degre, abstraction faite du signe (—) qui le precede, 


F Eu , . » rs . 
x > nennen — h) le 1 > — { | » : 
devient ZZ _ OF de sorte qu en tenant compte du signe (—) quı laffectait 
| . 
u 0 a TE 
deja, on aura le terme tout positif + ao gr "equation generale qui di 


viendrait 
0 + A?” — AC—3F 3F F 
3 DE a Bu a nz nn 2 — v, 
ar 3 5 ee A a rag a er rn 
ne parait plus admettre pour 2 de racine reelle positive, et est devenue toute 
independante de la quantite &. Mais en prenant "= 0, on en deduit V’equation 
2 Y2 ) 

2 (3— IHUT—AC\ _ 0 
= = (A = 0)? Eur ’ 


laquelle admet pour une valeur toujours quelconque de e les valeurs de 


A+0?— AO 
steel, ed, Mn m: 
> < - (A 2 C) 
partant tangr=z2 = V(e), Ve), Ve“) 
—(, e yet Q—AC\ _V(R+C- AO) 
ae: (A- IT TI 
Ces r&sultats prouvent: 1) pour & quelconque, etr=# que deux axes reclangu- 


laires queleonqnes, choisis dans le plan principal, forme par les axes a moments 
egaux, forment un couple d’axes, C’est-A-dire des axes A moments dinertie egaux; 
ce qui saccorde d’une maniere frappante avec la theorie connue des axes princı- 
paux. (Voir par exemple la dissertation que nous avons publice sur cette theorie 
dans l’archive de mathematiques de Mr. Grunert. 1844). On voit ensuite que 
V(4? + C?— AC) 
pour € quelconque et pour tangr = — u er; on peut trouver dans tout 
plan central perpendiculaire au plan de (xy), un couple d’axes rectangulaires par 
rapport auxquels les moments d'inertie du solide sont encore egaux; et qu’en pas 
sant dun plan normal ä un autre, la disposition ou linclhinaison de chaque axe 
sur le plan (=y) ne change pas; est ce qui est prouve par la valeur preeedente 
de tangr, independante de langle e que forme ce plan avec le plan (Z/A), 


Quant au cas plus partieulier encore, d A=B=(C, il faudra encore faire 


r 


# 


=0, pour avoir une racine reelle positive; et lequation en 2’ deviendra. 
dabord avanıı F=0: 


3 #—3F < 
Spirit, 
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et en prenant ensutte F=0: 
2 


P—-7.2+3:+1=0, 


u Zu 1 
ou er IT + — + 2 > m 0; 
’ A: 
et celle-cı est satıslaite par la supposition de d 00 ec qui prouve que 


laxe en /, perpendiculaire au plan (xy), forme couple avec un axe quelconque 
trace en (/) dans ce plan. Mais cela etait Evident d’avance d’apres la theorie des 
axes permanents de rotation. 

Laissons lä ces digressions de details, et reprenons la discussion generale, 
en presentant sous forıne de remarques detachees tout ce quı sy raltache dune 
manicre essentielle, 

hemarque I. Un axe etant donne au centre ou en tout autre point du 
solide: est-il toujours possible de trouver un axe normal au premier, et par rap- 
port ä chacun desquels le moment dinertie soit de m@me valeur?’ La reponse & 
la queslion est manifeste. Toutes les foıs que les valeurs qui resultent de la po- 
sition connue de laxe donne, pour les quantites e, £, sont telles qu’elles donnent 
pour F/, calculee par lequation du troisitme degre en £, une valeur negative, ou 
bien une valeur positive plus grande que (A— C)(C— 5): la question proposde 
est impossible. Mais s'il en resulte une valeur positive de F, comprise entre zero 
et (4— B)(C— B), la question est susceptible de solution, et elle se trouve ä 
laide de ce qui est deja dit. 

Remarque II. La pluralite de racines reelles qui existent pour u=cosn, 
pourrait faire supposer, au premier abord, qu’il soit generalement possible de 
trouver plusieurs axes ä& la fois qui forment couple avec un meme (e, d), donnd 
ou calcule d’apres l'equatıon en £: ıl est done important d’examiner de plus pres 
la valeur et la signification de chaque racıne, Soient w,, %, U, u, les racines de 
LU: Ms Nas as m, Jes angles correspondants fournis par l’egalite cos „= u,,W, u,u,, 
on a evidemment. 

U=—Uu; uw=—u. 

(1) dou: cosy = —cosn, (054 — c0sm; 

et en nommant d,,0,,0,,0, les valeurs correspondantes de d, on a: 


@cosn, + Asinn, 608 7, + ASsinnz 
tang od, — Pu ar ’ tang d, => u En 2 
« 7 y 
608 17: — PSinnz 


% 


Der 
a c087, — sinn, 


tane d, es -+ ee an j tang od, — + PEN 


ac r 
, ’ 
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Les equations (1) donnent en outre: 
„=-10—n, 10 + nm : „=19— nn, IS0 + ,, 


et lon n’a calcule les valeurs de Ö,, d, que dans la supposition que l’on ait sim- 


plement „= 10 —n,, m= 180°’ — »,, parceque les deux autres valeurs 


de Na» Na qui repondent a 150°’+ nı> 150°’ + Na reproduisent pour ö des valeurs 
egales et contraires ä celles d,, ö,; savoir tangd, =— tangd,, tangd —=— tangd,; 
et comme il faut faire correspondre celles-ci aux angles 150 +7, 180 + »., 
laxe (d,‘, 180+n,) ne serait que le prolongement de celui (d,, 7,); Faxe 
(ö,‘, 150°+ »,), serait de m@me le prolongement de laxe (Ö,, n,): 

Examen des deux racınes nyn. Je dis dabord que les deux axes 
(7 8) (72%,) qui sont chacun rectangulaires avec laxe (e, 7), ne sont pas perpen- 
dieulaires entreux: car sı cela etait, il faudroit avoir 

(COS 7,6087, + Sinn, Sinn, + tang od, -langd,) = V, 

partant tangd, .tangd, = — (Con, 60872 + Sinn, -siny,), tandıs que les valeurs de 
tang d,, tangd, donnent pour le produit tangd,. tangd, une valeur differente, et 
lon ne saurait egaler ces valeurs de tangd,.tangd, sans retomber sur une equa- 
tion de condition en a, ß,y, ou (&,7) ou (&,£) et 7, qui serait inadmissible en 
general pour le sens de la question proposde, par la seule raison que cette «qua- 


tion nest pas identique, car elle serait: 
(a cos m + sin y1) (@cos 72 + Psinnz) + Y’ (cos 71 cos 72 + sinn, sinn) = 0. 


Mais chacune de ces lignes forme pourtant un angle droit avec l’axe (s, 7), calcule 


par lequation en £ et pour une valeur arbitraire attribud as, Soient (a’Py)(a" By“) 


les cosinus des angles de ces lignes avec les axes coordonnes, on aura: 


d ana ’ n N) . . 

& — (C0S Ö,cos M> P' — c0s Ö, sin N5 y" = sind, 
U — A WI: te . RN 

a” == 008 O5 coSn2 ; P ‘= c0osd,sinn , y“ — sind). 


Il est bien evident dailleurs que chaque ligne (u 3'y') (a“ß”y“) est normale i 
laxe (a?y) ou (87), puisque la valeur de tangd par exemple, est exprimde par 
la condition 
@ 608 0, 0087, + 2 cos d, sinn, + y.sind, = 0, 

qui revientäaa +... — 

Examen des racınes 1, n; : 7, = 180’ — „, = 180° „,. On voit par 
la que l’axe (7,05) doit se tronver d’abord dans un plan projetant normal a (v/Yy) 
et faısant avec zx un angle supplementaire de celui forme par le plan projetant 


de (1, 81). On en obtient ensuite la position dans ce plan par la valeur de tango;, 
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donnde ei-dessus. On aura ensuite les cosinus des angles m@mes («”, $”,y") 


par les egalites: 


— c0SÖd, sinn, , "= id, 


Mir 
J 


a’ = — c08S0,cosn, , 
et il est encore facıle de verifier que ce troisieme axe est encore normal ä celui 
(aßy), sans Jetre A aucun des deux autres («’P'y‘) a 'y"). On verrait de m@me quil 
existe un quatricme axe (,7,) ou («”, 2”, y'”) normal a («?y), sans ltre gencra- 
lement & aucun des trois autres deja reconnus. Aunsi, au centre dinertlie ou en 
tout autre point fixe Jun systeme materiel quelconque, on peut toujours trou- 
ver eing axes OU moıns, par rapport auxquels les moments dinertie sont 
egaux. (Quatre de ces awes sont toujours dans un meme plan perpendieulaire 
au cinquieme; ce qui correspond ä quatre couples daxes au moins, Si l'equation 
du troisitme degr@ en £ admet trois racines reelles positives, il y aura en tout 
douze couples fondamentaux; mais rien ne prouve quen passant de l’un quelcon- 
que des couples qui repondent ä une racine positive, a lun des couples qui re- 
pondent a une autre racıne positive, les moments diinertie soient encore les m£- 
mes. De plus, on ne doit point conclure de la que la question generale soit seu- 
leınent susceptible de quatre, de huit, de douze solutions: car le premier axe 
Ini-meme (s,7) peut, comme on l’a deja dit, Etre calcul€ d’un infinite de manicres 
differentes, attendu que dans lequation citee on peut faire varier € d'une maniere 
arbitraire entre les limites 0’ — 360", et F entre les limites 0 et (A—C) C—B). 

Pour completer les notions que nous avons etablies sur la theorie du cen- 
tre de reaction tangentielle, pour le cas otı laxe debranlement n'est pas permanent, 
il nous reste une difficulte a eclaircır. Il sagit de savoır sı la question dune per- 
eussion nulle est possible; le point fixe (0) du solide etant choisi d’une maniere 
quelconque. Concevons par ce point les trois axes permanents: Jun ox ä moment 
dinertie maxımum; Jlautre oy ä moment minimum, et le troisieme A moment 
moyen; tirons la ligne centrale OJ et un plan Q normal en (0) ä cette ligne. Ce 
plan fera donc avec le plan (z0ox) un angle connu «“. Concevons que dans l’equa- 
tion du troisicme degre en 5, A, B, C expriment maintenant les moments dinertie 
prineipaux relatils au point (0), et substituons y la valeur cos?’, sin g, aux quan- 
tites &,8,. Puis attribuons a Zune valeur convenable. L’equation dont il sagıt 
aura toujours une racine reelle positive au moins; ce qui donnera un couple d’axes 
au moins qui satisfait & Ja condition B’= (; et !on voit meme quiily en a gene- 
ralement une infinit€ dans ce möıme plan; le point (0) n’a donc pas besoin d’etre 
soumis ä des conditions partieulieres de position; et cest ce quil fallait recon- 


naitre. Faisons remarquer que pour les solides de premiere classe la ligne o1 est 


Et 
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en (0) laxe permanent du moment dinertie minimum; de sorte qualors ox, oz 
seront dans le plan Q, puisque oy sera suivant O/; tous les axes du plan O seront 


permanents, et tous seront a moments egaux. (Voir notre dissertation cilee.) 
hemarque III. Le cas particulier de "= 0 peut Ötre encore examind 
a part. Alors lequation en {? donnera: 


- O@—AB+(A+B—0)(As?+ Be) 
=, et + —— (A- O(C- DB _ 

(4+B-C)(As?+Be,?)+O?—AB 
(4—C)(C—-B) ) 


—=o, 





. J 
ou tangr = 0, et tangr = —( 


La premiere de ces valeurs montre quon peut placer laxe primitif (#3) en tel 
endroit du plan d’inertie central (@y) qu'on veut, pourvu qu'il passe par le cen- 
tre; et quil existera encore un ou plusieurs axes, formant chacun couple avec le 
premier. Ainsı, etant donne un point fixe d’un solide, et prenant en ce point et sur 
le plan des axes permanents ä moments maxımum et minimum, un axe d'une 
maniere quelconque, ou pourra toujours trouver un, et meme quatres axes, nor- 
maux au premier et qui forment chacun couple avec celui-cı. 


Quant A la seconde valeur de tangr, elle est impossible, car il est aise de 


voir que la quanlil® soumise au radıcal est negative, en prenant A=B-+p, 
C=B-+9, et faisant remarquer que p —g est positif. On pourrait examiner 


aussi le cas ou l’on attribuerait A Fsa valeur positive la plus elevee. On pourrait 
se proposer aussi de reconnaitre par une marche analogue ä la pr&cedente sil est 
possible de trouver au centre dinertie ou en toul autre point d'un systeme mate- 
riel, trois axes rectangulaires ä moments dinertie egaux entreux: mais Ja theorie 
des axes permanents et principaux fournit ä cet @gard, quoiquun peu indirecte- 
ment, tous les renseignements voulus, et nous fait connaitre suffisamment que 
dans son acception la plus generale cette question n’admet pas de solution. Cest 
ce qu’on peut demontrer aussi par la nature meme des resultats mecaniques 
expos6es dans le ($. 4.) et dans la remarque (VIII de ce No, 4.) 

En effet, soient au centre dinertie J, trois axes rectangulaires /x‘, 7 y‘, 7z‘, 
pour lesquels les moments dinertie aient, si cest possible, des valeurs @gales 
A=b'=(. Sile solide est percut@ autour de / par un systeme de forces 
dont les moments de rotation soient N‘, M‘, L‘, nous aurons les angles de laxe 


instäanlane avec les axes coordonnes par les formules: 


N aM’ L 
cos CGY —- ER: cos b‘ u cos di = TR’ 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 3, 28 
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Mais les cosinus des angles de laxe principal des moments des forces sont donnes 
par les expressions connues 


N _M L 





v(N?+-M?+-L?)? Yd..... ) ? 75T 
Comme on a par hypothese A'= b’=(‘, on aura Egalement: 


N 
’ TU m Be ZZ 
partant cos G,‘' = V(N?+M?LIN: etc., 





I en . . 
kK=7.] (N”+ M"+L”), 


et cela conduirait a conclure que l'axe d’ebranlement des forces coincide toujours 
avec laxe de leur moment de rotation maximum. Ce r6sultat est absurde, puis- 
que, sauf les cas partieuliers signales dans la remarque citee ci-dessus, ces deux 
axes ne sauraient Jamais coincider ensemble. 


$. 8. 


Additions, 


Hätons nous maintenant de reparer quelques omissions dans tout ce qui 
a Ele dit jusqu icı, et dindiquer brievement quelques formules de transformation 
admises d’abord sans demonstration, 
Addition au |. 4. remarg. IX. Supposons quune ou plusieurs forces 
ssent parallelement au plan dinertie yIz, nous aurons: a = 0, «= 270, 
partant 


arı 


>! 
\ 


L 
N — P.]/ cos y sinn — P'V’ cos y' sinn‘ — a0000 
M=+P.lcosycosn + Pl cosy’ cosn‘ — +++; 


\ 


— P.lcos? cos — P'!’ cos P' cos 7 se 


et ces trois sommes de moments n’etant generalement pas nulles, une-a-une, ou 
deux-ä-deux, on voit par les formules (UT $. 4) que dans des cas pareils laxe 
de rotalion instantand ne coincide generalement avec aucun de trois axes dinertie. 
Pour le faire coincider avec /z par exemple, dans le cas d’une force unique, ıl 
faudra faire cos A, =1, cosG, =0, cosB, =, partanN=0, M=VÖ, 
ou Plcosy.sin„=0, Plcosy.cosn=0, ce qui exige quey=90", partant 


que la force agısse dans le plan dinertie normal ä laxe principal preserit, 


Demonstration de Ia formule (4), remarque VI, et de celles 
admises au $. 5.: 


Soient («,3y) («'3'y‘) les cosinus des angles de deux droites D, D’ avec 


des axes coordonnds rectangles ox,oy,oz. On a par une formule facıle ä etablır: 





10. Steichen, sur la rotation des corps solides. 211 


cos(D,D) = au + + yY. 
r Y , D2 42 ‚2 «2 » I / (| PONER 
D ou sin D! D‘) = I— da” — PPT— yy7— 2a BB — 2RR yy' — 2 yy' aa’ 
— 1— a? (1—- BR? —y?) — Pay) ya — P9)— 2 au’ 53 — etc. 
MER | un (a? + P+ yv’+ Br + ay” + P? a + y” a? u y’Br— > A aß" 
— 2PP'yy—2yy'aa‘, 
ou 
sin’ (D,D') = (aß — 2 BP) + (By — By)’ + (ya’— y’a)”. (Formule 4. Re- 
marque VI. du $.5). Cela pose, soient: 


(D.) Per—aoy=Pp; az—ye=r 
les equations d’une droite fixe, de direction (a), 
(D.) Pa—ay=p;, az—yam=r 


celles d’une droite mobile, mais constante quant ü sa direction («’5'y‘), de sorte 
que «‘, $%,y‘ sont des quantites constantes, tandıs que »‘, r‘ sont variables avec la 
position de la droite. Pour exprimer que (D) glisse sur (D), en conservant sa 


direction, il faut combiner ensemble les equations, ce qui donnera: 
(va-ayıpa—pa)— (a Ba) rare) = 0, 

Pour avoir ensuite l’equation du plan aınsi engendre, ıl faut remettre dans 
celte Egalite les valeurs der’, p‘ en fonction des coordonnees x, y, z des equations 
(D‘). Cette substitution donne apres reduction: 

, r a,J ’ ’ F m} A 
ay—yYao\_ P@— aß p yae—ay r (Pa—ap 
c+ (5) ) +(, 5 ) +. 9,97 +, 17,37) =. 
En PIE @. PY—PV eG \PY—PI 
Mais en nommant \, 4, v les angles de la normale a ce plan avec les axes coor 
donnes, on a aussi, dapres une autre definition du plan: 


«+7 .y+,.2=7; 


ce qui donne les equations de condition 
uh= (ay—ay):(By— Py‘) 
v:h — (Bu — Pa): (Py—Py)- 
Elevant chaque membre au carte, faisant ensuite Ja somme, ajoutant A? aux deux 
membres de legalite qui en resulte, et faisant remarquer ue ® + a +? —=1, 
on obtiendra, eu @gard a la valeur obtenue pour sin(D, D*: 
un a A / .. aYj 2 2, „‘ 
\.sin(D\D’) 22> pP j' — DN 
. A 
«u. sin(P°' D') 
v ,sin(DD' DD) 


d 
y' a—Yya 


RD RT 
O pP ap k 


25 * 
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Mais les cosinus des angles de laxe principal des moments des forces sont donnes 
par les expressions connues 


N a. M L’ 
V(N? + M?+-L")? Zr ) ? ni 5 


Comme on a par hypothese A'=B'=(', on aura egalement: 
N 
v(N®?+M?+7R): ec. 


et cela conduirait A conclure que l'axe d’ebranlement des forces coincide touJours 





' I R m = 
k' =7.] (VN?+ M"+L”), partant cos we 


avec laxe de leur moment de rotation maximum. Ce r6sultat est absurde, puis- 
“que, sauf les cas partieuliers signales dans la remarque citee cı-dessus, ces deux 
axes ne sauraient jJamaıs coincıder ensemble. 


Ss. 


Additions, 


Hätons nous maintenant de reparer quelques omissions dans tout ce qui 
a die dit jusqu ic, et dindiquer brievement quelques formules de transformation 
admises dabord sans demonstration. 

Addition au |. 4. remarg. IX. Supposons quune ou plusieurs forces 
agıssent parall@element au plan dinertie v/z, nous aurons: a' = 9’, « = 270°, 
partant 

L 
N=—P.l cosy sinn — Pl cosy‘ sinn‘ — ++ 


M=+P.lcosycosn + Pl’ cosy’ cosy' — +++; 


— P.l cos P cos n — P‘l' cos P’ cos N — re 


\ 


I 


et ces trois sommes de moments netant generalement pas nulles, une-a-une, ou 
deux-ä-deux, on voit par les formules (HI $. 4) que dans des cas pareils laxe 
de rotation instantane ne coincide generalement avec aucun de trois axes dinertie. 
Pour le faire coincider avec /z par exemple, dans le cas d’une force unique, ıl 
laudra faire cos A, =1, cosG,=0, cosB,=0, partanu N=0, M= 0, 
ou Plcosy.sny„=0, Plcosy.cosn =, ce qui exige que y= MW’, partant 


que la force agisse dans le plan d’inertie normal & l'axe principal prescrit. 


Demonstration de la formule (4), remarque VI, et de celles 
admises au $. >.: 


Soient («,2y) (e’3%y’) les cosinus des angles de deux droites D, D‘ avec 


des axes coordonneds rectangles 0®@,0y,02. On a par une formule facıle A etablır: 
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cos(D: D) =uu+PPHyY". 
D’iou  sin(D!DY) = I— ada” — PP"— Y’y"— 200‘ — 2BPyy'— 2 yy' ao’ 
Ge — 1— a (1— Br— y? )— Pla” —y")—y a. — 2 au 58 eie 
—1— (a?+ FA Y a 3? a 2 —+- Poar+Pp "+ y“ "a? + Y” 37 — 2a ap" 
— 2 P'yy— ee aa’, 
ou 


sin(D,D') = (aß! — 2’ By + (By'— P'y)’ + (ya'— y’a)”. (Formule 4. Re- 
marque VI. du $.5). Cela pose, soient: 

(D.) Px—ay = p; az—ye=tr 
les equations d’une droite fixe, de direction (a5), 

(D.) Pa—ay=p, az—yıe=r 
celles d’une droite mobile, mais constante quant ä sa direction («’5’y‘), de sorte 
que «‘, 8‘, y‘ sont des quantites constantes, tandıs que p‘, r‘ sont variables avec la 


position de la droite. Pour exprimer que (D‘) glisse sur (D), en conservant sa 


direction, il faut combiner ensemble les &quations, ce qui donnera: 
(va-ayıpa—pa)— (aß Ba) ra —ra) = 0, 
Pour avoır ensuite l’@quation du plan ainsi engendre, ıl faut remettre dans 


ceite Egalite les valeurs der‘, p‘ en fonction des coordonnees x, y, z des equations 


(D’). Cette substitution donne apres reduction: 
ay—ya Pd “2 üe; Zr —ay r (Pd — aß 
+ (3 97) Y + (7 pe A et. 


u 7 [04 yy— 
Mais en nommant X, 4, v u a de la Kane: a ce plan avec les axes coor 











(77 13 


donnes, on a aussi, dapres une autre definition du plan: 


du v N 
X Cw f >. = 773 
WERPIBL: 2? 


ce qui donne les equations de condition 


AL 2 A mus (ay’ ten a’ y) ):(£y u By‘) 
vv: Su (Ba Km P &) , (A y— By‘). 


Elevant chaque membre au carre, faisant ensuite la somme, ajoutant A? aux deux 
membres de legalit@ qui en resulte, et faisant remarquer ue + +” —= 
on obtiendra, eu &gard a la valeur obtenue pour sin (D, D‘ 
n . A Ä] er. 4 : D „‘ 
\.sin(D,DN) = B'y— Pr 


/ 
4«.sin(D'DN) = 4 a— ya 
v, sin(DD' D°) —— 'b —. @ Br 


25° 
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Aınsı, ajoutant dans lespace deux droites qui se coupent, mais quelconques 
de directions: toute droite (A, 4, v) qui est perpendiculaire ä leur plan, ou qui 
les croise toutes deux a angle droit, quand ces droites elles- m@mes ne se coupent 
pas, satisfera aux trois Equations de condition precedentes, qui r@sultent aussi de 
la transformation des coordonnees. Pour (D‘D’) = 90", on obtient les conditions 
de transformation adımises au ($.5). Faisons remarquer d’apres cela que sı l'on fait 
tourner un systeme de deux directions («,,Y) («‘P‘y‘) d’une maniere quelconque 
dans un meme plan fixe, et sans alterer toutefois leur inclinaison mutuelle, les 
combinaisons P'y— By‘, Ya— ya’, qui se deduisent Tune de lautre par la 
methode de lechange progressif, ne cesseront pas de conserver chacune une va- 
leur constante; car le plan restant fixe, %, «, v ne changent pas, et sin (D/D‘) 
reste invariable, parceque l'on conserye aux deux lignes une inclinaison in- 
varıable. 

hemarque sur le $. 4. On pourrait trouver singulier de faire coincider 
les axes coordonnes avec les axes dinertie du solide, puisque par leffet instantane 
de la force, ceux-ci sebranlent ou se deplacent infiniment peu. Mais si l’on con- 
sidere les axes coordonnes comme des lignes fixes, ideales, rien nempeächera, de 
faire tel choix quon voudra; et on pourrait les diriger suivant trois autres axes 
rectangles designes du corps solide. Sans que ceux-ci soient empeches de se 
deplacer, comme le premier systeme: seulement dans les formules du ($. 4) les 
quantites A, BD, C expriment les moments dinertie du corps par rapport aux axes 
coordonnes; et si nous avons dirige ceux-ci suivant les lignes principales, cest 
parceque dans chaque question particuliere levaluation des donnees immedıates, 
telles que A, BD, C, serait plus facıle, et quensuite ces lignes et les plans qu’elles 
forment deux-ä-deux, doivent jouir de certaines proprieles mecaniques plus ou 
moins römarquables. Abstraction faite de ces consid6erations, suflisamment deci- 
sives, le choix des axes est absolument arbitraire; n&anmoins ıl ne serait Jjamais 
permis de choisir par exemple pour plan des (xy) le plan determine par le point 
fixe / et la ligne d’action de la force; car cela reviendrait a admettre gratuitement 
que la force appliquee ne puisse tourner le solide qu’autour d’un axe perpendı- 
culaire ä ce plan, puisque en rendant fixe un axe quelconque du plan, on detrui- 
rait son effet dynamique sur les corps. 

Autre remarque. La determination de l’axe instantane de rotation, 
dapres idee un peu vague ici, dune moindre quantit6 d’action ou dune force 


\ive maxırmnum ou minimum, ne nous parait pas admissible, quoiqu elle soit exacte, 


parceque lon ne saurait prevoir ä lavance si cest le maximum ou le minimum 
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qui doit avoir lieu. Cela est si vrai que, si notre m@moire est bonne, Tillustre 
Euler s’est mepris lui-meme & ce sujet dans sa theorid motüs corporum rigido- 
rum. Concevons que lon fixe laxe du moment principal de la force. Celle-cı 
fera done tourner le solide pendant Finstant dt d’une quantit@ angulaire dA, 
directement proportionnelle au moment principal Y(M”’+M’+1L}) = u, et 
inversement proportionnelle au moment dinertie So” dm du solide, relatif ä cet 


axe, de sorte que l'on a dans cette hypothese: 


salz a ) 
(dX — 3. dt ur . 
Nommons JH cet axe principal, et il vient: 


Se”"dm = Acos®’(H IX) + Becos(HIY)J+C. cos (HIZ) 


N? ’ 
et en substituant pour cos’(AI/X), ----- leurs valeurs 75, on obtient: 
n N® m, L? | u? 
Q dm = A: + + .B.- + et > 73 di? XAN ZBM CR 


eo 
D’un autre cöte la force vive a correspondante ä la rotation dX, doit 


avoir pour m 


2di 2] 1. DENE; Zur 
N 0° u; rn ou dt. N? + BM? + CL 


mais la force vive instantanee qui r&sulte de la rotation spontanee d& a pour 
2d3 M?® N 
valeur =) Jedm, ou di. K’.foe’dm, ou bien encore dit”. (G+ mt 43) 
Or au premier abord on pourrait se tromper ici, en admeltant gratuitermient que 
la force vive autour de laxe / FA doive ätre plus grande que celle autour de laxe 
spontane, par la raison apparente que le moment de la force autour de laxe /H 
est un maximum; car la rotation @el@mentaire est d'un autre cötE inversement 
proportionnelle au moment dinertie du solide. En retranchant m@me la force 
vive autour de //J de celle autour de l’axe spontane /O, on trouve la quantite 
positive 
ER dt” 
ABC.(AN+ BM: + Ch) 


Mais admettre d’avance que la force vive autour de laxe instantane et spontane 





WW ?N?C(A-B)’+ N’EB(A-CY+ M’IA(B-C) | 


IO soit ou un maaımum ou un minimum, ce serait faire une hypothese, selon 
nous, trop gratuite et ä peu pres aussı hazardee que celle qui consisterait ä con- 
sıderer la force vive autour de /H comme un maximum. Seulement on voit par 


le reste posilıf, que sı la premiere de ces quantit6s est une extröme grandeur 
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elle doit tre un maximum; contrairement ä la supposition d’Euler, qui la con- 
sidere comme un minimum. Toutefois les r&sultats de lauteur sont exacts, 
parcequ ils dependent uniquement d’equations de condition qui expriment la 
simple exisience dune extreme grandeur. 

Nommons («',#',y') les angles dun axe fixe inconnu ou indetermine avec 
les trois axes dinertie, et JS‘ la rotation elementaire autour de cet axe, produite 
par des forces donnes. Lienergie totale des forces a tourner le systeme sera donc 


N eose' + Mecos?’+ Lecosy’; et en designant par fr’dm son moment dinertie 


’ 


a A a 
relatif a (@'3’y ), on aura: 
Jr dm= Acos’a' + Beos’ß' + C.cos’y‘, 
Neos«’ + Mcos 5’ + Lecosy 
de = dt? -- ’ 


Acos? «+ Bcos? Ä+C- . c0S°, 


et la force vıye PR correspondante aura la valeur: 


Fey 2] 1p (Ncos«@ + Mcos + Lecos')? 
dt dm dt. A cos? + B cos?/’ + Ccos?y Pr 
e 


Soit « langle avec laxe /x de la projection de Taxe («’3#y’) sur le plan ya, 
et r langle dinclinaison de cet axe sur le plan (xy), on aura: 


m7 | 


cos«@ = c0SE.CO0S7T cosp — sin@.cosT, cosy* = sin’ 


er KKNeose+ Msins) cost + Lsinr]" 
2 FERNEN == di. ; . 
7 (.1cos?e + Bsin?e) cos?r + Csin?r 


Il faudra determiner les angles getr par les equations de condition — 0, 0, 


qui donneront 


AM A-B-L 
B' N, fang = G.yCRM?+ BEN‘ 





tano ee = 


Et ces valeurs sont pr&cisement celles que l!on a obtenues au ($. 4.) et represen- 
tees lü par les formules (IV). L’axe d’ebranlement ou de rotation instantande 
est done bien en eflet l!axe d’une force vive maximum; c’est-ä-dire que leflet 
dynamigque instantane de plusieurs forces qui agissent sur un solide a point 
fixe, est toujours un maximum ou le plus grand de tous les effets infiniment 
petits de meme espece dont les forces seraient capables autour d’un axe lıxe 


quelconque en ce point. 


Sı dans les formules prec edentes on pose tangr=u, (N cosst Msins+Lu)’ =, 


A cos’e + Bsin’e + C.tang’r = D, on determinera :, r, par les conditions 
dV d] ® 
-—(. ——() 
du de 


L.e calcul donnnera: 
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D’Li=ntC.u, n(B— A)sine.cose = D(Mecose — N sine). 
tet __ L»(B— A)sins:cose __ L(B-Al 1 | ' 
D ol. u = "C(Meoss — Nsin £) RR C- (M— Ni) "yAa+32)° pour tang s => As 


Sı l’on reporte la valeur de % ou s dans [une des deux premieres equations obte- 





nues, apres y avoir remplacd D, n par leurs significations, on obtient apres toutes 


les reductions: 


AMA+)—BNA(+)=0, partant ang =) = e. 





N’ 
don Von conclut la valeur de u donnee plus haut. Mais une mÄme valeur de ; 
I 2 
Zu Hi. ' ER 
donne cos: = = van’ WEBER NG 
ELBA) nn LB-N 
VECM-Nyar 4TTcM-NyVd+B' 


Ainsi langle r a deux valeurs: l’une 7‘, lautre +, supplementaire de la premiere. 
Il existe done deux axes, donnant pour la force vive une extreme grandeur: l’un 
(&, 7‘), et lautre (& 7“) compris dans le mÄme plan projetant. Les cosinus des 
angles du premier avec les axes coordonn&s sont donnes par les formules du (9.4), 
dejä citdes; ceux du second seront au contraire: 
N BE .&, 
A B-K’ CK’ 
et puisque le premier est l'axe de la force vive maxıma, le second doit &tre laxe 


de la force viıve mınıma: zz de cette derniere aura la valeur 





RB M 
er N c - d Rn 
u) f; Adn = dt. — m N -, dont la difference avec le maxımum 
° #7 


4:-1°.(AM + BN?) 


se reduit ä lexpression B.0.N + 40. ML AB. nd. 


Si lon substitue la valeur de A obtenue plus haut, dans la seconde equa- 


tion en Detn, on oblient pour u l’equation suivante du second degre pour 


cos e = h, sın ==> 8: 


„_B-MghL  _ (B-MNgh-(Mg+Nh _ AR+Bg 
” — (Mh—Ng SYL Ih C(Mh—Ng) . ce“ 





Or si l'on egale ä zero le second membre de celle-ci, on retrouve pour i la va- 
leur deja obtenue; de sorte que ce ınembre est nul en effet. L’equalion en w', 


BEE “—( 
2C:Mh— Ng) ‚et =V, 


dont la premiere est identique & celle qu'on a deja obtenue. Quant ä lautre 


u, donne done pour u les deux valeurs W = 
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u” = 0, comme la differentiation a fourn DL=n(.u, u=u"=ß0, don- 
nerait D.L=0; partant D=0, ou L=P0; et comme il est impossible d’avoir 
D=V0, il siensuit que la solution u = est seulement admissible pour Z — 0: 
Mais dans ce cas meme elle est superflue, puisque l’autre valeur plus generale de 


tangr devient nulle avec L=0. 


Autre demonstration des formules de transformation du $. 3. 
Concevons par la point fixe (0) dun solide trois axes coordonnes rectan- 
les or, oy, oz que l’on puisse fixer tour-a-tour dans le solide, comme veritables 
essieux de rotatıon successils. En un point quelconque (A), interieur ou exte- 
rieur, mais solidaire avec le corps, faisons agir une force m, qui fasse avec les 


axes coordonnes les angles ), 4, v; tirons la droite OA, et faısons en outre 
40 men, AUF =6, Abm: QAer. 


lies coordonnees du point A seront d’apres cette notation! rcosy, rcosd, rcost. 
En designant par 7, V, M les moments de x autour des axes respectifs Oz, Ox, Oy, 


rendus fiıxes successivement, nous aurons: 


l, = r.r(cos cosn — c08A.cosd) 

N = r.r(cosv.cosd — cos AL.cosl) 

M= .r(cos}.cos{— cosv.cosn). 
Soit dans le plan principal, forme par (0) et par ligne d’action de la force, qu’on 
nommera Ar, pl’angle compris entre OA et Aw. La valeur « du moment 
principal sera done x.OA.sinp ou wr.sing. Mais d’apres ce que l'on sait 
par la notion fondamentale de la theorie des moments, ce moment principal doit 


avoir aussı la valeur 

=) (L’+N’+M?)= wr.\[(cos u c0s7-cosi cos d)”+(cos2’ cosd- cos ucos £)’+etc.]. 
On aura done par suite de cette double valeur de «: 

sin’p = (cos (1.0087 — 0084 c080)"+-(cosv cosd — cos du e08 £)’4- (cos cos{— cosv cos 7)". 


Soient g, h, k les angles de la normale au plan principal (OA) avec les axes 


coordonnes: on aura par la theorie connue: 


N M L 
A cosh=—:0sh=,. 


i s 


C m 
055 u 


Substituant dans celles- ci les valeurs de V, M, L donndes plus haut, et rempla- 


gant «ı par sa premiere valeur m.r.sinp, on en deduira immediatement: 


COCV-COSO — COSU-COSL 


cOSACOS[ — COSY COS 
—. aha —— — - 


——— — ,  c0sk =elc. 
siup 


a — 


sin p 
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Et telles sont bien les equations de condition gencrales que l’on avoit en vie: car 
il est pernfis de considerer les lignes OA, Or comme deux droites arbitraires qui 
se coupent ou se croisent sous un angle quelconquey, tandıs que la troisicme di- 
rection (g, h, k) est normale a leur plan, ou les croise toutes deux ä angle droit 
dans l’espace. Cest ce quon peut exprimer en disant quuune direction (g, Ih, 7) 
eroise a angle droit deux autres directions rectilignes (7, u, »)(n. 0, &; et des 
lors on aura toujours: 
sin p.cosg = C0SV cos d — cos (1.cosl; 

Le deux autres formules n’ont pas m@me besoin d’ötres eerites, puisquelles 
resultent de la premiere par la methode de l'echange progressif ou regressif des 
lettres, qui consiste ä avancer dun rang pour chaque lettre, quand on veut passer 
d’une premiere formule a la formule analogue. Dans sa seconde «dition (Paris 1833) 
Poisson indique en peu de mots (t. I. p. 37—38) cette methode quil nomme la 
permutation tournante, par la raison sans doute que quand les dernicres lettres 
sont Epuisees, il faut revenir sur les premicres, et considerer celles-ci comme la 
succession des autres, de m&me que lon revient finalement sur son point de de- 
part, quand ou parcourt une circonference de cercle. Mais nous devons & la ve- 
rite, de declarer que Monsieur Paganı a deja employ@ cette methode de la 
permutation dans ses lecons a l’Universit& de Liege avant la publication de louvrage 
de Porsson, et il parait que le memoire ot ıl en parle, a paru aussi anterieuremen! 
ä cet ouvrage, dans la collection des m&moires de lacademie de Bruxelles 1533. 
Quant a nous, sans avoir egard a ce que Porsson dit de cette methode, dont il ne 
fait pas daailleurs usage, et sans connaitre la maniere de Mr. Pagani autremen! 
que par oui-dire, nous avons pris de prime abord notre point de depart dans les 
moments de rotalion des forces, en placant l'oeil d'un observateur fictif successi- 
vement sur les trois axes coordonn6s positils, et en convenant de prendre comme 
positifs les moments des forces qui alors tendent a tourner de sa gauche vers sa 
droite, et par consequent comme nögatifs, ceux qui tendent en sens contraire, dans 
la supposition que cet observateur regarde a chaque foıs dans l’angle de deux 
axes coordonnes positifs. La convention contraire est egalement permise; c est 
möme celle que nous avons adoptee dans quelques N de ce memoire. Mais 
pour @viter des erreurs de signe et des r6sultats contradictoires, il importe de ne 
pas changer de convention dans le courant dun m@me calcul. Sans doute on 
pourrait se passer de lidee de faire intervenir icı un observateur fictif, et dire 
simplement, par exemple, quune rotation sur l’axe or est positive quand elle se 


fait de x positif vers y positif pour toute mol&cule situde dans l’angle diedre 
Crelle's Journal f. d. M. Bd, ALIM. Heft 3, 29 











218 10, Steichen, sur la rotation des corps solides. 


zox, zoy; etc. Mais on €prouverait ainsi plus d’embarras ä definir l’axe de ro- 
tation dans le cas olı ce ne serait plus Jun des trois axes coordonn&s; ce qui dans 
l’autre cas ne prösente aucun embarras. En effet, la direction de cet axe, ä partır 
de l’origine, sera la droite sur laquelle il faut placer l’oeil de l’observateur fictif, 
pour que la rotation se fasse de sa gauche vers sa droite dans la partie superieure 
du corps. Dans la supposition de la premiere convention, ä partir d’un point 
donne, de lorrgine, une droite a toujours deux directions, ou plutot deux sens 
d’action, diametralement opposes. Or quand la rotation d’un solide se fait autour 
d’un telle droite originaire, l'’axe de rotation sera celle de ces deux directions sur 
laquelle il faut placer loeil pour obtenir un mouyement de gauche ä droite, ou 
une telle tendance au mouvement. En prenant les choses de ce point de vue, 
on retombe necessairement sur la regle mnemonique de Mr. Pagani; et le re- 
sultat obtenu ci-dessus par les moments, suffit pour prouver quelle est applicable 
aussi aux formules connues de transformation des coordonndes. Ce r&sultat sup- 
pose que les moments positifs soient ceux qui tendent de gauche a droite. Pour 
sen convaincre, reprenons la valeur de V, mise sous la forme N = r.cosv.r cosö 
— cos d.reost, ou N=reosr.y—recosu.z; (X, Yy, 2) ©tant les coordonnees 
du point d’application de la force. Le second membre exprime donc &@videm- 
ment le moment de m autour de ox de gauche ä droite. Dans la convention con- 
traire les seconds membres des valeurs de singp.cosg, sin gcos/h, singpcosk chan- 
geraient de signes; cest qu’alors aussi l’axe normal au plan principal aurait une 


direction diametralement opposce a la direction primitive, 


Rimarque sur la formule precddente. En multipliant par r les deux 


membres de l!’@quation qui donne sinp, on peut la mettre sous la forme 

(1.) rsin’p = (cos u.x% — cosd. Y)’+(cosv.Yy — 005 4.2)” + (cosd.2 — c0sV.%)”. 
Mais les @quations de la ligne droite Ar qui marque le sens d’action de la 
force , sont: 

(2.) COS {L.X — cosd.Y =p, c0SVY.y—cosUuU.2=1q, cosh.2 — cosv.x = r, 


avec l’equation de condition entre constantes, et toute analogue a celle d'une r£- 
sultante: p.cosr+geosv+r.cosß? =. De plus, pour reconnaitre la signif- 
cation geometrique des quantites ?, 9, r, nommons 7 linclinaison de Az sur le 
plan xy et s langle de sa projection sur ce plan avec laxe o.x, e' l’angle de cette 
projection avec laxe oy: on aura: 


c0sE.T — cose.y=p‘, 
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pour l’&quation de la projection, p’ marquant la perpendiculaire tirce de l’origine 
sur la droite projetee; partant aussi: 


c08E. COST. — 0088. C08T.y = p'cosr 
ou cos 1.0 — cosh.y = p'cosr. 
On voit par lä que p est la perpendiculaire p‘ reduite dans le rapport de cos räl. 
Cest donc ce qu'on peut nommer, pour abr&ger, la perpendieulaire reduite, tirce 
de lorigine sur la droite projetee. Mais les @quations (1) et (2) donnent: 

"siny=ptg tr, 

cest-ä-dire que le carr€ de la perpendiculaire, abaissee de l’origine sur une 
droite dans l’espace, est egale ä la somme des carrös des perpendiculaires redu- 
tes, abaissees du m@me point sur les projections faites de la droite sur trois plans 
coordonne&s rectangles du point fixe. En nommant r, r‘, r“ les inclinaisons de la 
droite sur ces trois plans (xy, yz, 2x), et p‘, g‘, r‘ ces perpendiculaires elles- 
m@mes, on peut faire encore: 


r"sin’p = p®”cos’r + g” cos?’ + r'.”cos’r“. 


Ce rösultat a ete deja expose d'une autre manicre dans le journal de mathematique 
de Mr. Lioueille. Ce que l'on vient de dire dans les remarques pr&cedentes, 
tend a prouver qui faudrait peut-@tre changer tout le syst&me de notations de la 
geometrie analytique, et les mettre mieux en harmonie avec celles qu’on est oblige 
demployer en mecanique. 11 en resulterait plus d’unite et plus de facılit€ dans 
les moyens de recherches de [une et de l’autre science; et lon ne serait gucres 
expos€ ä devoir refaire ce qui est deja connu sous une forme differente. 

Voici une autre propricte geometrique, & laquelle mene immediaternent 
Pıd&ee m&canique du moment d'une force. Considerons un corps solide, pourvu 
d’un axe fixe AA“ et soumis a laction d'une force F qui croise cet axe sous un 
angle quelconque. Le moment principal de F, relatif ä un point fixe (O) de l’axe 
A' A“, sera F.ok, ok denotant la perpendiculaire abaissee de (O) sur F'; 
d’apres le principe fondamental, F.o%k «tant multiplie par le cosinus de langle 
entre A’ A” etl’axe OA, normal en (O) au plan (O‘F), donnera le moment de 
F autour de A’A“. Auinsi le produit F, Ok.cs(AOA') exprimera ce moment, 
quelle que soit la position de (O) sur laxe AA“. Et comme la valeur de ce mo- 
ment ne doit pas dependre du point choisi, ni varier quand la force ne varie sous 
aucun rapport, il s’ensuit que la quantit€ purement geometrique ok. cos AOA) ; 
est constante, et quelle ne change pas, quand on deplace (O) sur l’axe donne 
d’une manicre quelconque. Ainsi, en abaissant d’un point quelconque dune 


29” 
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droite donnee dans l’espace, une perpendieulaire sur une seconde droite donnee, 
croisant la premiere, elevant ensuite une normale au plan determine par le point 
et par la seconde droite: le produit de la perpendiculaire ainsi tiree, par le cosinus 
de langle compris entre la normale et la premiere droite, est une quantite constante 


qui ne varie pas avec la position du point sur la droite. 


Remarque sur le $.2. Une autre maniere denvisager la composition des 
mornents des forces resultera de la solution de la question suivante: 
Question. Etant donne le moment principal d’une force, relatif a un point 
Iixe (0): determiner son moment principal, relatif a un nouveau point fıxe (O0). 
Tirez la droiteOA; par(O) menez une paralldleOO ä la ligne d’action de la force 
donnee F: de A, que lon supposera au dessus du plan (0, F) qui renferme OQ, 
abaissez la perpendiculaire 4Q sur cette parallele. En Q, dans le plan (0,F"), ele- 
vez sur OQ une perpendieulaire OP qui coupera F"en P; tirez AP ui sera 
aussı perpendiculaire a F (car par construction le plan AOP, etant normal A 


OO, le sera A sa parallele 7). Le triangle AO P donne: 


AP®= A0®+PO—2A0.0P.cs AOP. 


Mais „IQOP mesure linclinaison du plan OAQ sur le plan principal primitif. En 
designant donc par,7 cette inclinaison, par p langle du rayon vecteur )A=r avec 


la ligne de F, ou avec la parallele OQ, on aura: 
(F.AP)” = (F. AO) + (F.P O0) — 2(F. AO)(F.P O)cosT; 


cest-A-dire que le moment principal nouveau est le troisieme cöte d’un trıangle 
dans lequel les deux autres son respectivement egaux au moment principal prı- 
mitif (F.OP), au moment principal de la force, ramen&e parallelement ä elle- 
meme au premier point fixe, par rapport au nouveau point fıxe, tandıs que V’an- 
ole compris entre ces cötes est langle des deux plans (0, F)\(OAQ). Soit ‚u‘ le 


moment nouveau, et «ı l’ancien, on aura en notations analytıques: 
5 7 Y r \2 [4 > R “ z u 
a == wtr (F. r.sındY )”— Zu. (F rsnmp) cos]: 


resultat augquel on parviendrait aussi par des transformations analytiques, mais 
d’une manicre bien plus longue. On nobtient que des resultats evidents A 


l’avance dans Ihypothese que le nouyeau point fixe soıt sur le plan principal 


primitif, A Iınterieur ou A lexterieur des droites F et OO: 
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$. 9. 
Mouvement naissant des corps solides parfaitement lihres. 


Dans ce qui precede nous avons considere le deplacement instantane d’un 
corps solide, poureu Jun point fixe, comme le resultat necessaire d'une ou de 
plusieurs forces donnees; et en admettant la nature geometrique de ce mouve- 
ment, nous avons cherche ä caracterıser par des formules gencrales les effets Jv- 
namiques instantands des forces. Nous allons considerer de ce m@me point de vie 
le deplacement infiniment petit des solides parfarternent hibres; car la question 
purement geometrique qui se rapporte a ce cas, se trouve deja resolue par les 
travaux d Euler et de Lagrange. 11 est vraı que les deux beanx theoremes de 
Mr. Chasles ne laissent pas de jeter une nouvelle Pumiere sur cette maliere. En 
voicı dabord l’enonce. 

1) Tout deplacement infiniment petit d’une figure plane dans son plan, n'est 
autre chose qu une rotation instantande de tous ses points autour d’un seul ei 
m@me centre que l’on obtient par lintersection de deux normales aux chemins 
elementaires deerits par deux points quelconques de la figure mobile *). 

2) Tout mouvement infiniment petit d’un corps solide, que Lagrange 
reduit a un mouvement de translation et de rotation, se reduit toujours d’apres 
Mr. Chasles a celuı d'une vis dans son ecru parfaitement fixe. Le cas partieu- 
hier ot le pas de ce mouvement helicoide de chaque point serait nul, rentre dans 
le cas du premier theoreme, puisqualors chaque section materielle du solide se 
deplace, sans sortir de son plan primitif. Jusquä ce Jour on s’est occupe diffe- 
remment et ä diverses reprises de ces proprictes remarquables; et si nous croyons 
devoir les aborder de notre cöte, cest dans le but de faire ce quı na pas ete fait 
encore: d’envisager la question du point de vue geometrique et mecaniqüue ala 
fois, de montrer la dependance de ces proprietes avec le principe de la compo- 
sition des mouvements, de les en deduire comme consequences, et dexposer les 
formules qui lient les espaces de translation et de rotation aux forces qui les pro- 
duisent, et ä la quantit€ de matiere et aux moments d’inertie du solide. Tel sera 
indespensable complement aux notions exposces prec@edemment. 

Si avant le deplacement virtuel d’une figure plane dans son plan, on la 


fıxait par son point dinertie ou par tout autre point, on pourrait tonjours la faire 


*) Mr. Poncelet a indiqu€ quelques applications remarquables & la mecaniue industrielle, de 
ceite proprictc, dans son cours de machines ä l’@cole de Metz. 
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tonrner sur ce point dune rotation @l&mentaire convenable, pour lui donner 
une position homothetique avec la position infiniment voisine qu’elle occupe 
apres Je deplacement. On pourra donc amener aussi la figure primitive sur la 
figure qui a varie de position par une simple translation elementaire commune ä 
tous ses points, et parallele a la direction de la droite qui joint le centre d’inertie 
primitif au centre varid,  Aınsi, tout döplacement total de ce genre est l’&quiva- 
lent de deux mouvements infiniment petits, successifs ou simultanes: l’un de rota- 
tion, Vautre de translation. Seulement dans le cas de la succession, chaque point 
de la figure proposce deerit en realit@ deux chemins: Yun de rotatıon, et l'autre 
de translation commun a tous les points; tandıs que dans les cas de la simultaneite, 
chaque point doit deerire un chemin unique, diagonale du parallelogramme con- 
struit sur les chemins partiels. Dans Tune et lautre hypothese le deplacement 
final est le möme, et en ce sens il est permis de substituer fictivement les deux 
mouvements simultanes ä leur succession. Or soit (Fig. 5.) A un point quel- 
conque de la figure, et assuJetti a deerire a la foıs la translation AD, et la rotation 
At. Al deerira done d’apres le principe connu, la diagonale AD du parallelo- 


eramme BACD, quı part du sommet A, et l’on aura: 
AD= AB®+4A0@+2AB.AC.cos(BAC). 


Designons par d& la rotation @elementaire dont il faut faire tourner la figure 
sur son centre dinertie 7, pour avoir la similitude de position dont ıl s’agit, et par 
(Jp le chemin de translation correspondant, En prenant Al=[r, on obtient pour 


le chemin resultant de A: 
AD: = dp + rd&+2dp.rd&.cos(B AO). 
Pour un autre point quelconque 4° de la figure on obtient encore: 
AD? = dP + r?dE+2%dp.r'd£&.cos(BA'C); 


AB‘, A'(/ exprimant ses chemins partiels, et la translation dp ne changeant pas 
d’un point a un autre; r’ exprime la distance de A’ au centre d’inertie (I), prıs 
dans une position quelconque. Mais quel que soit le deplacement produit, ou le 
mode daction des forces et leur intensite, ıl doit exister un certain rapport fin en- 
tre la translation dp et la rotation angulaire d&, lequel ne change qu avec le 


mode de deplacement. Ainsi, dans chaque mode on doit faire, ou avoır du 


moins le droit de faire: dp = o.d£; ce qui donne, en nommant A, A", 4”, ..... 
les differents points de la figure, pour AD, A'D‘, A".D“ ....- leurs chemins 


resultants 





10. Steichen, sur la rotation des corps solides. 223 


AD’—= (®+r’+2ro.cos BAC) de? 
AD? = (+r”+2r‘o.cos BA C)dE 
A" D" — (g +r'"+2r". 0.C08 ze. C) d &2, 


..n........ sn... Hr neh 1 TEE EDIT TER EEE Eee“ 


Or on peut toujours construire un triangle avec les longueurs censdes connues r, v, 
A 
et avec un angle » = 1890 — BAC, et le cöte r, oppose ä cet angle du triangle, 
aura la valeur donnee par legalıte: 
V=r+0—2r.o.csw. 


Si lon fait la m&me öpcration avec les donndes g, r’, w = 180 — B' A" C‘ 


etc. «+. etc., et qu’on donne ä tous ces triangles la base commund 9, on aura: 
ADmurdi, Aimfdi; A1DP ar di: ee; 


et les quantites tr, t/, t“ ..... exprimeront evidemment les distances des elements 
A, A‘, A“ ..... a une m@me extremite (0) de la base commune JO‘ = og. Car en 
tırant /A au point A et joignant A a 0%, on obtient le premier triangle prescrit, 
puisque AIO = GAC = 180° — BAC; comme cela doit @tre. De plus, je dis 
que AO‘ est normal aAD: car comme naAB=d= 0.d&=IOrdE et 
AC=rd&, on aura AB:BD(= 4C) = I0': 14; ei langle ABD —-GACc=1: 
done les deux triangles ABD. AIO*' sont semblables; ce qui donne l’angle 
aigu en (O') egal a BAD. La somme des deux angles BAD + GAO, valant 


parconsequent un angle droit, ıl faut que AO‘ et AD soient ä angle droit: 1’e- 
lement circulaire, deerit de (O‘) comme centre avec un rayonOA, est par conse- 
quent dirige suivant la droite AD, et il vaut AD meme, si on le fait correspon- 


dre a langle AÖD= d’%; et comme on a obtenu AD = AO..d$, il sensuit que 
dk = dö&; partant que tous les points A, A‘, A ....- non seulement se meuvent 
instantanement autour dun m&me centre (O0); mais qu’en outre leur rotation elc- 
mentaire autour de ce point est Ja m&öme que la rotation elementaire qui est 
requise autour du centre dinertie, pour obtenir la similitude de position dont il 
s’agit plus haut dans Ihypothese des mouvements partiels, successifs. Les con- 
siderations precedentes, fondees sur la composition des mouvements, doivent donc 
©tre bien conformes ä la nature m&me du sujet, puisqu'elles font m&me ressortir 
une propriete que le theoreme cite n’@nonce pas. Faisons r@emarquer aussi que 
ce premier theoreme pourrait @tre aisement d&montre encore par le moyen des 
superpositions geometriques. On commencerait dabord par le cas d’un triangle; 
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don l’on conclurait immediatement le cas general. Mais il convient de renoncer 
ä ce moyen, tant que l'on ne trouve pas une demonstration directe et analogue 
du second Iheoreme. Or nous Ignorons sı une pareille demonstration a ei jamaıs 
donnee; ce n’est quapres lavoir vainement cherchce nous m@mes, que nous nous 
sommes decide & admettre le theoreme d’Euwler, relatif au cas d’un solide } point 
fixe, pour en deduire lVautre propriete, Cette marche du reste nous semble par- 
faitement convenable et m@me la plus convenable dans les recherces mecaniques 
et dans l'enseignement de la science. Car un theor&me, quel qu'ıl füt, ne saurait 
dispenser d'y recourir aux formules analytiques qui preparent la voie ä la solution 
diune foule de questions, en m@me temps quelles demontrent les proprietes des 
deplacements inliniment petits. Ce-cı pose, voici de quelle maniere on peut par- 
venir ü ce second theoreme. Quel que soit le deplacement infiniment petit d’un 
corps solide d’une position P dans une position PP, on peut toujours par un sim- 
ple mouvement de transport amener dabord le centre dinertie(/) du solide, con- 
sidere dans sa premiere position (P), sur le centre du corps consider dans la 
position P‘. Mais des lors les deux solides (P) et (P*) devront avoir deux quel- 
conques de leurs points homologues infiniment voisins. Car, par hypoth£se, le 
deplacement general n’est qu infinitesimal, et le mouvement de transport dont ıl 
sagıt na pu qu augmenter ou diminuer de quantites infinitesimales la distance de 
deux points homologues; ıl faut done quapres ce transport elementaire, on puisse 
amener [un des deux solides sur lautre, par un simple mouvement infiniment 
petit sur un seul et m@me point deja commun, qui est done comme un point fıxe. 
Or un tel mouvement d’un solide netant d’apres le theoreme d’Euler, qu’une ro- 
tation instantande de tous ses points, ıl sensuit que lon peut toujours operer la 
superposition de P avec P‘, par le moyen de deux mouvements successifs: Jun 
de translation, commun ä& tous les points, et lautre de rotation. Ainsi, tout de- 
placement infinitesimal d’un solide libre n’est autre chose que le resultat de deux 
mouvements, un de rotatıon, lautre de translation, successifs ou simultand's. 
Mais le second de ces mouvements, commun ä tout les points du solide, peut se 
decomposer en deux: Jun suivant laxe d’ebranlement ou de rotation, Tautre sui- 
vant la ligne diintersection da plan des deux axes avec le plan de rotation; de 
sorte que chaque point du corps peut Ötre regardE comme anime d’un möme 
mouvement de transport parallel a l’axe de rotation, et de deux autres mouve- 
ments diriges dans un plan normal A laxe, lun de rotation sur cet axe, et lau- 


tre de translation dans le plan. Mais d’apres la premiere propriete dejä demon- 


tree, les deux derniers mouvements doivent se composer, pour chaque section du 
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solide normale A l’axe, en un seul et möme mouvement de rotation elementaire 
autour dun axe parallele a celui-la; et tous ces axes paralleles doivent former un 
axe unique; car tous les centres (0‘, 0“..) se construisent comme dans la premiere 
question, et par les m&emes quantites finies et infiniment petites. I sensuit de 
la que le deplacement se reduit A un mouvement de rotation autour d'un certain 
axe (0‘, 0“), et A un mouvement de transport le long de l’axe, et que le chemin 
deerit par chaque point mobile n’est autre quun element de spirale eylindrique. 
Toutes les spirales se trouvent sur des surfaces concentriques a laxe, et 
ont le meme pas. Ce resultat demontre en m@me temps, que lon obtient toujours 
la m@me direction pour laxe de rotation, de quelque facon qu'on choisisse les 
mouvements fıctifs et partiels, cest-a-dire quel que soit le point du solide (PP) 
que lon amene d’abord sur son homologue de (P‘), pour operer ensuite la su- 


perposition des deux solides par une simple rotation instantande autour du point 


commun aux deux corpS. 


Ce-cı pose, en admettant les conditions d’equilibre de plusieurs forces ap- 
pliquces a un corps rigide, et faisant observer que quand des forces sollicitent un 
corps libre, ıl y a equilibre entre les actions et les reactions dinerlie, on est amene 
immediatement & la loı du mouvement du centre d'inertie exprimee par des equa- 
d’x 
tıons de Ja forme KA — Img = 0 etc-..--, qui permeitent de conclure que 
quand des forces sollicitent un corps solide Iibre et au repos, le centre dinertie 
se meut de la mÄäme maniere que sı les forces y etatent ramendes parallelement a 
elles-m@mes, et que la masse entiere y füt condense. De plus, le mouvement 
total de chaque autre point du solide peut Ötre remplace par deux mouvements 
partiels: lun egal et parallele a la translation instantanee du centre, lautre 
egal au second cöte dun parallelogramme dont le mouvement total est la diago- 
nale, tandıs que le premier cöte est egal el parallele a cette translation. Soit A 
la resultante de transport des forces appliquees au corps, A, Y,Z ses composantes 
suivant lrois axes rectangulaires fix&s ideals qui ce coupent au centre dinertie 7, 
et avec lesquels coincident par exemple les troıs axes dinertie, consideres dans 
leurs positions initiales. Soit (/O) laxe d’ebranlement ou de rotation autour du- 
quel tournent momentanement les differents points, en meme temps qu ls deeri- 
vent des chemins de translation &gaux et parallöles, et C,B,,A, les angles de /O 
avec les axes coordonnes /x, Jy, Iz, respectivement; A‘ la projection rectangle 


oO 


de R sur l’axe /O: on aura: 
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Mais quand un solide Iibre tourne instantanement sur un axe /O, rien ne saurait 
tre change A sa rotalion, nı a la direction m@me de l'axe, sı on en rend le centre 
fıxe, de sorte que les valeurs de €‘, B,, A, sont encore les m&mes que celles qu’on 
a donnees au ($. 4); et lon aura par consequent. 


gm _N:X MY, L2 
= T7E"T BE" OR 
De plus, en nommant dp le chemin de translation de (7), deerit dans le sens de 
laxe /O et «u la masse du solide, on a: 
IE Lern LERNT 
a. u» A-B-C-K )- 


} I 12 
dp= z:G3 = 


Tel est lelement du pas de toutes les spirales eylindriques. _Concevons 
maintenant en J un plan P, fiwe, deal, perpendiculaire ä laxe central /O. Pour 
avoir la position de l’axe de toutes les spirales, que lon sait deja devoir @tre pa- 
rallele 4 /O, ıl suffira de calculer les coordonnees de son point de rencontre avec 
(P) qui a pour equalion: 


(P.) cos l,.A+cosB, Y+c0sA,.Z=d. 


l.a translation /7, qui coupe zo en J, se decompose en deux: [une dp suivant /O, 

et lautre «/p‘ suivant la ligne dintersection /R“ du plan OIJ' avec le plan (P). 
En nommant At“ la composante de At suivant cette m@me ligne ZA“, on aura: 

! „ Reos(RIR”) 

= Ncos(h,/h") = Rcos(’ IR“), et dp’ = 3d!”. =. 


u 
On voit que pour avoir dp‘, ıl faut evaluer cos (Ft Jh“) en fonction des donnees 
immediates de la question. Nommons «a, 2, y les angles de ZA“ avec les axes 
coordonneces: on aura 
fl cos (KIK") = A.cosa+ Ycos? + Zcosy, 

et il faudra evaluer les angles «,ß,y. Mais on peut se passer de cette evaluation, 
sil sagit seulement d’obtenir la quantite cos(R/R) = sin (OIR). En eflet, les 
deux directions /o, //' ou IR, faisant avec les axes coordonnes des angles (5,4, 
et des cosinus dangles A: AR, Y:R, Z: R, on a par ce qui est deja demontre: 

2 m: Ä r ZrPNLl; 2 B_Y 2 
R?. sin’ (Bro) = [(Y eos A,—Z cosB,)+(Zeos G— A cos A, )+(AcosB,— Yeosl )"), 
ce qui donne pour dp: 


PIE Wr VI(Y-cos A, — Zeos B,)? + (Z:cosC, — X 008 A,)?+(Xcos B, — YeosC'] 
dp' =3.dt. | Bl A een. Wehe ni . 


- u 


ot l!’on na plus qu’ä substituer les valeurs de cosC,, cosB,, cos A,; ce qui fournit: 
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en Mr VI(A2(B Y-L—-CZ My) + B(CZN—AXL” + CH(AXM-—- BYN)] 
mE. | u-K-A-b-.C 
Concevons par J dans P une droite (a‘5’y‘) ou Jo, normale au plan (vo, IR), on 


aura par ce qui est dejä connu: 


Y Z 
cos a = (z cos A, — nc08 R) sin (/tro) . 
Z FE | 
cos’ = (z cos, — 7c0s A,):sin (Rio): 


cosy' = (2 cos b, — 000 C.) :sin(Srro). 
Mais on obtient par le m@me principe, ä cause de la direction («Yy), ä la fois 
normale a (20) et ä (a‘d'y): 
cosa = cos A,.P* — cos b,.y‘ 
cos ? = c08 Gy‘ — cos A, .a‘ 
cosy = cos B,.a’— cos C,. P; 
et en substituant dans celles-ci les valeurs de a‘, 3',y’. on obtient pour a,ß,y: 


X(cos?A, + cos? B,)— cos C, (YcosB, + Zcos A,) 


TEN, a sin(R/o) 
Y(cos? C, + cos? A,) — cos P, (Zcos A, + XcosC\,) 
ae u Beer "7 Tu 
Z (cos?B, + cos? C,)— cos A, (XcosC, + YcosB,) 
u Ar Rsin (Rio) N 


On peut done dire que les angles a, 5, y sont connus en fonctions des 
donndes immediates de la question, et parallölement aux trois axes coordonnes 
les valeurs de dp‘ se reduiront ä dp’cosa, dp‘cosß, dp“cosy. Mais la rota- 
tion elementaire J& autour de laxe central 70 aura la valeur totale 

A72 2 2 
E=iKd, KR;ottgta 
Si donc on denote par (®, y, 2) les coordonnes dune moleeule quelcon- 
que, les variations de coordonnees dües a JE. seront, dapres ce quon sait, et 
comme on peul aiscment le retrouver: 

(zcos DB, —Y cos d)dE; (cosd,—zcosG)dE , (ycos GC — cos. b,) de. 
Mais le mouvement circulaire de chaque point dans le plan P, ou dans un plan 
parallele, peut se composer en un mouvement unique, avec la translation dp‘ 
dans ce m@me plan, et parallele a la ligne IR“: or la projection du mouvement 


resultant, qui est une diagonale de parall&logramme, doit valoir la somme alge- 


30° 
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un da \ 


y, ı2. 


Done la varıation dabscisse, subie par le point place dabord en &, Y,2, doit 


briqne des projections des deux chemins partiels sur le m@me axe /x, 


valoır la somme des projections da chemin cirenlaire et de translation dp‘, et l’on 
aura par consequent pour les variations des coordonnees, dües aux deux mouve- 
ments partiels dE&, dp‘ : 
dx = (zcosB, — ycos A) d&E + dp’ coso 
(1.) dy= (xcos AA — 3cosC,)dE+ dp‘cos ? 
oz =(ycsC, — xwcosb,) ds + dp‘cosy. 
On adopte la notation Ö.w, parceque l’on laisse de cöte la varıation partielle düe 
au mouvement de glissement dp du solide le long de l’axe central. Pour sassurer 
maintenant de nouveau que les deux mouvements d&, dp‘ peuvent se composer 
en un seul mouvement de rotation, il faut pouvoir trouver un axe exterieur ou 
interieur du solide, pour chaque point duquel les quantiles dx, dy, dz solent 
nulles. 1 est bien entendu qualors cet axe est cense ın\ ariablement lıe au corps. 
On aura donc entre les coordonnees de l’un quelconque de ses points, sı toute- 
foıs la question est possible: 
(zc0os BB, — Ycos A) d5+ dp’'csa=V, 
(A.) (x cos A — x cos C)JdE+ dp'cs$?=%, 
\(y eos, — 2zcosB,)dE+ dp‘cosy =W. 
Il est facile de verifier que lune quelconque de ces troıs egalites est une 
suite necessaire des deux autres, en vertu de Ja condition cosa cos G;+ cos P cos B, 
+ cosy.cos dh = 0. On voit donc que la question de la composition des deux 


mouvements partiels d= dp‘ de chaque point en un mouvement de rotatıon 


9) 


autour «un seul et meme axe commun, non seulement est possible, mais quen- 
core cet axe est exprime par les 2 ou 3 equations precedentes. Celles-cı montrent 
d’abord que cet axe est parallele & l’axe central (/O) ou (G,B,A,); et pour avoır 
sa position, il suffira de chercher les coordonnees de son point de rencontre avec 
le plan (P). Si done on d@note par FF la quantit@ totale par laquelle ıl faut 
imultiplier 3/7”, pour avoir dp‘, el que lon remarque que de=;d”.K, on 


aura au Jleu des trois @quations precedentes, celles- ci: 


W 
« PD Ka PEN 
\ ( zcos B, — ycosd,)+ geosa= 0 
D | 
(BD. vcosd, — zcs(,+gesßf=V0 


W 
y cos C,— xcosB + gesy= 0, 





E& 
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et l’on trouvera aısement pour les coordonnees du point de reneontre dont ıl 
2 ae j 
S agıl, es valeurs: 


WW, i w 
©, = x: (cos Bj cosy — cos Aycos?)» Yı=x (cos A, cos a — cos (', cosy) 


2, ko C, cos? — cos B, cos. a). 

On obtient la premiere en eliminant (y, =), la seconde en eliminant (z, x). et la 
troisieme en chassant (x,y). En procedant dune facon differente, on trouverait par 
exemple y,2 sous d’autres formes encore Dans ces valeurs de x, y,2, on nanra 
plus qua substituer A a, 5, y leurs expressions en fonctions de (X, Y, Z,C,, B,,A,) 
puis a remplacer A,B,,C, par leurs valeurs en fonction des donncdes, et les quantites 
X, Yy 2, Se trouveront finalement exprimdes en fonctions des donndes imme&diates 
de la question. De plus, les formules (4) montrent encore que la rotation resul- 
tante autour de laxe normal ä (P), au poimt (w,y,2,), est egale ä la rotation dE 
autour de laxe central /O. 

Soient en effet a*, y‘,z’ les coordonnees d’un point queleonque du solide, 


d 


rapporle au point dintersection de laxe avec P: on aua y=y-yı, 2!=2-2,, 
a=x0— x: partantdy = oy —dy, df=d3—d2: dat =mdc — da, 
Et en nomment «dA la rotation autour de cet axe, on aura dapres les formules 
connues: 

dx’ = (z’cosB, — y’cos A,)dN, 

Iy‘ = (xcos A, — cosC)dX, 

DA (y’cos C, — x’ cos B)dı. 
Iemplacant les premiers membres par leurs valeurs dx — Or ++ - ‚ et remarquant 


qeon=0, dy=0, dz3=0, on obtient: 

dx = (‘cos B, — y’cos A,) dh: 0 y i ÖZ = sn 
Substituant encore aux premiers membres leurs valeurs donndes par les equations 
(1), remarquant que les facteurs de d% se reduisent A 


cos B, u yY cos A, un zug (z, COs BD, — Y,cos A,) 


.„...........00,........ 0 ,0,002,..........u.u0,0.......0.......... 


on obtiendra les trois equations dont il suffira d’ecrire la premiere, sous la forme 
suivante: 


(zcosB, — y.cosA,) JS + dp'.cosa = (zeosB, — yeosA)dR—(z, cosB,— yıcosd,)d\. 


Mais d’apres les equations (A) on a identiquement: 
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dp‘ cos® + (z,cos B, — yıcos A)dte=V%, 
et en substitnant la valeur de d/p‘cos«a, que donne la derniere', dans l’avant-der- 
nıere, on obtient: 
(zc0s B, — ycos A,) (dE— N) — (z1cosB, — yı cos A) (dE— di) = 0, 

et comme celle-cı subsiste pour des valeurs quelconques de x,y,2, on doit avoir 
legalite a zero du facteur dEe— dr, ce qui donne da= dt, et cest ce quil 
fallait demontrer. 1 r&sulte donc de ce qui precede que les deux mouvements 
d&, dp‘ de chaque point mobile, se reduisent ä une rotation unique di egale ä 
(|s, et que le deplacement total de chaque point est un mouvement de rotation 
autour de laxe en (#, Yı 21), et un monuvement de transport dp parallele ä cet 


axe. 
himarque I. CGomme les trois axes /O, IR“, (a‘, $%, y‘) sont rectangu- 


laires. ıl sensuit qu on doit avoır: 
4 > a 24 
cosa‘ = cosB, cosy — cos A, cos, cos 2° = cos A, cos@ — cosC,cosy, 
‘ Rn "> j 
c0osYy’ = cos, cos 2, — C08 B2c0S“@; 


ce qui donne pour x,,Y1, 2, les valeurs dune forme plus simple: 





W.cos «’ W.cos # W.cosy 

u A u > = a 

K »  Jı 1 K 

L,a distance du centre / ä laxe de rotation, ou le rayon de l’element circulaire 


Jdeerit par J autour de cet axe, aura donc la valeur 


W ’ j 


— em "Ar > Inc u — m T— N, 
0=%: don ©, = o.c0sa‘, Yızocos?‘, zı = 0c0sYy. 


Cette nouvelle forme des valeurs de (x, Yy12,) prouve que ce dernier point se 
trouve sur la droite (a’‘y‘), normale en (I) au plan determine par la direction 
de la resultante de transport et par laxe central de rotatıon. 

Sı lon substitue encore une fois ä cos«a’, cos‘, cosy’ leurs valeurs don- 


nees plus haut, on obtient: 


W Yeos d,— ZecosB, W ZecosC, — Xcos A, 

u X | —, 
A R-sin(R1 0) R-sin(RI0O) 
W XecosB, — YeosC, Ycos A, —ZecosB, 

7) ee 7 ou x, = . . ER ern u es one 
A R-sin(RIO) Ru I 

»- y-  Reos(RIR”) _ R:sinRiO 
er MW:h= En = K:u : Les ınconnues sont done finalement 


eliminees, et on na plus quä substituer ä cos Ü).cos B\.cos A, leurs valeurs con- 


nues. ce gu donne 
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m BEE ER UK, 
EEE EEE ER CR FERN 
W ZN 

De plus l’element circulaire decrit par 7, ou 2 ‚dr sera ä Pelement dp 

N: AL M. Y “ er W W .. 
du pas, dans le r rapport de /V/ (I ”7. y” En elfet dp’ = % ‚di= K de 

An a NX_ MY_.E2 

— — RL d’=! IWV.dt’: dp = —E (Zi +7 K + £) ce qui donne le rap- 
> demande. Sı les forces alliiee au solide sont disposees de facon 4 


avoir leur r&sultante de transport situce A angle droit avec laxe d’ebranlemen! 
central, on adp=0; le pas commun des el&ments heliciques sera nul; toutes 
les sections materielles, faites dans le solide normalement A l’axe central de rota- 
tion, ne quitteront pas leurs plans geometriques fixes, et le deplacement general 
ne sera quune rotation de tous les points autour d'un axe conmmun: cest lä le 
cas du premier theoreme de Mr. Chasles. Si les moments de forcees NML 
autour des axes coordonn6s du centre sont nuls, ou si elles ont un moment nul 
autour dun axe central quelocnque, on aura:  =0, 9 =0, ,=0: cest- 
a-dire que sil y a rolation, resultante, elle ne sera possible qw’autour d’un axe 
central. Mais la formule d£ = 3 Kdt” montre quelle est nulle, puisque KA =, 
pour N=0, M=0, L=0:ala fois.  Aınsıi ıl n'y a alorsque transport 
commun ä tous les points. Mais hormis ces deux cas limites, le pas du mouve- 
ment helicique ne sera nı zero, nı infıni. Quand on aura A la fos AMX=BNY, 
CNZ= ALÄA, on aura aussı BLY= CMZ, partantt a =0, y=0, 2, =, 
et dans cette supposition laxe de la rotation resultante, ou du mouvement spiral, 
coincidera avec laxe debranlement central Iui-meme. SıilonaX\=0%, Y=V0, 
Z=0, les moments V, M, L restant quelconques, on obtient encore x, — 0), 
Yı=0, zı=®, de sorte que laxe de la rotation resultante coincidera avec 


laxe central, et ıl nn y aura pas mouvement de glissement; car dp =. 


Jiemarque II. On peut verifier aussi quun point quelconque mobile 
(p) du solide doit deerire un chemin circulaire sur laxe (0 0“) normale a P au 
point (a,yı21). A cet ellet on remarquera que les variations de ses coordonndes 


(x‘,y’,2‘) rapportdes a lorigine (@%) et dües aux deux mouvements d&, dp‘, sont: 


dx’ = (zeos B, — y cos A,)dE — (z, cos DB, — yıcos AL) d’% 
— (2zcosB, — Y cos A,) dE — dp’ osa:dy' = .., da’ =... 


Soit r la distance de (p) ä Forigine, et prenons a=rcos\, y=rcosi, 2=rcosr, 
V(dx"tsy *+02”)=ds‘. De la resulte: 
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d s’=r?,[cosB,cosc-cos A,costu)'t..]dE’tdp"t2r(cos B,cosv-cos A,cosı). cosa.dp‘.d£tete. 
Done, en nomment p Yangle compris entre r et iO, et A‘, ww, v' ceux com- 


pris entre les axes coordonn&s et une normale /r au plan (r, zO), on obtient 


par les formules connues, et ä cause de dp’ = de: 
ds? —f r’sin’p + Eu 2rsing. en cos(/n./dq) | de. 
K? R ) B > 
Mais en nommant (Fig. 6) 72 la trace du plan (r,/O) sur (P), et projetant p sur 
It eu p‘, on aura, a cause de la position de (O‘) sur iz, eten prenant 7 0' = n: 
s“—= (Ip”" + 10” — r 10‘. I p'.cos O' IR") de = pO”r.d?, 
ou ost=p'O.de. 


este A prouver que Je chemin ds‘, resultant de dp’ et dS.rsingp‘, est 
dirige dans un plan parallele a (P‘), et que dans ce plan il a une direction nor- 
male ä la ligne p‘O“. La premiere condition donne 
dx.cosC, + Oy’cosBb, +d:'.cos A, =: 
equatıon quı se verifie aisement, sı lon reprend les valeurs de dx‘, Oy‘, dz‘. 
(Juant ä la seconde condition, elle donne: 
oxX.a + öyy' del: 


equalion que lon verifie immediatement encore, si lon a soin de reprendre les 


valeurs des varıatıons sous la forme 


dx = (cosb, —yY'cos A,)dE, ya, BE. 


Remarque III. 1 est aise de comprendre pourquoi dans la solution 
generale de la question precedente, on a considere le mouvement de translation 
du centre d’inertie, et celui de rotation autour d’un axe central. C'est &Evidemment 
a cause que le centre dinertie se meut dapres la loı connue et deja Enonce plus 
haut, En vertu de cette loı on pouvait exprimer imme&diatement les quantites 
dp, dp‘ en fonction de la r&sultante de transport des forces, ce quı n’aurait pas 
ee possible pour tout autre point du solide. De plus, comme la rotation partielle 
et fictive autour de laxe central reste Ja m&me, soit que le centre se trouve libre, 
soit quil se trouve fixe, on obtenait par la immediatement, et par les formules 
memes du ($. 4). la direction de cet axe, Si au contraire on voulait conclure le 
mouvement r&sultant de deux mouvements partiels fictifs, correspondants a un 


points (O) et ä un axe de rolation excentrique, Ja direction de cet axe resterait 


. . r . . . A ® 
INeonnue, parceque rien ne demontre que sa direction soit la m@me, que sı le 
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point (O) &tait fixe. Ainsi, quand on dit que tout mouvement infinitesimal d’un 
corps libre est une rotation et une translation autour de son centre, on Enonce 
une proposition vraie, mais qui ne l'est pas exelusivement; puisque ce ne sont 
apres tout, que deux mouvements fictifs qu on substitue au mouvement resultant, ei 
que cette conceplion est au moins possible en idee, de diverses manieres, autour de 
divers points et axes quelconques, excentriques. Le celebre theoreme de Mr.Chas- 
les fait compl&tement disparaitre le vague de tels enonces, en dehinissant nette- 
ment Je mouvement resultant de chaque point du mobile, et nos explications 
suffisent pour montrer pourquoi il faut accorder a la conception du mouvemen! 
de translation et de rotation autour dun axe central la preference ä toute autre 
conception analogue, relative ä un axe excentrique; alors surtout quon veut 
resoudre les questions de ce genre et d’autres, d'une maniere complete, sous le 
double rapport de la geometrie et de la mecanique. On peut d’ailleurs consulter 
l'ouvrage de Porsson (T. 1. p. 184. $. 436.) sur cette m@me maticre. 
hiemarque IV. Voicı maintenant encore une propriete remarquable qui 
resulte de lanalyse pr&sent&e plus haut. Concevons laxe (O'O), normal en (0%) 
au plan (P), comme axe fixe et comme essieu sur lequel le corps puisse ä la fois 
glisser et tourner: le mouvement helicique «/p aura evidemment lieu de la möme 
maniere, que si laxe &tait solidaire avec le solide et qu'il fit parfaitement libre. 
La rotation aura encore lieu de la möme manicre; car alors m@me que cet axe 
serait parfaitement libre, le solide s’ebranlerait spontanement autour de lui sous 
laction des forces appliqudes. Or je dis que cet axe, considere dans l’un quelcon- 
que de ces deux £tats, est une veritable axe spontane de rotation, c’est-a-dire que 
dans le sens normal ä sa direction il n@prouve aucune secousse, aucune pression 
de la part de l'action simultanee des forces actıves et des r&actions diinertie tan- 
gentielles qu’elles provoquent dans la maticre ebranlee du solide. En effet, les 
forces de premiere espece agıssent d’abord sur le point central du solide, comme 
le ferait leur resultante de transport, appliqude A ce point. Mais on peut prouver 
facılement que la resultante de transport des r&actions diinertie, est ici strictement 
egale et contraire a Ja premiere r@sultante dont ıl sagıt; de sorte que sı laxe 
eprouve un exc&dant de pression en lun de ses points, il faut quil eprouve 
un excedant de pression egal et contraire en un autre de ses points; car autre- 
ment la somme des projections des forces de rotation des deux especes sur un axe 
quelconque ne serait pas nulle, contrairement ä lVegalit@ des deux especes de 
resultantes dout ıl sagit. - Je dis d’apres cela que la pression soufferte par laxe 


dans le sens normal, et en chacun de ses points, est nulle: car sı elle ne l’etaıt 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 3, 31 
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pas, comme en un second point, il faudrait une force egale et contraire, l’axe ne 
serait pas celui de la rotation instantande initiale, comme on le suppose. Reste 
done a prouver lögalite des deux espe&ces de r&sultantes de transport, 

Soient A/, X, Me... les distances des differentes mol&cules du, dw‘, du“... 
du solide a laxe (O0). La reaction tangentielle d’inertie d’un Element quel- 


conque dı autour de O'0” .... aura la valeur 


2dE . 
ah du; 


et parallölement a deux axes coordonnees O'x’, O'y‘ situes dans (P), cette force 
2a y 24: 248 2 
ayır- so » un . —— —— 2 — — a ee ‘ Jar. 2 2 
aura les composantes: 7 x Ada. ze 3, da, et Ada. 
2dS , i Dr a 
=+7: du. De lä on conclut immediatement, en faisant la somme des com- 
{ 


posantes paralleles a chaque axe, que la reaction, resultante de transport, est la 
möme que si la masse enliere füt condensee au centre d’inertie, et quelle ä la 
valenr 
ze a0. = = 10.M u a... 
Mais par sa signification abreviative la quantitd FF a la valeur 

fi cos(RIR*): a=(Acosa+ Yeos?+ Zeosy): tu, et lon en par consequent: 
= Xcosa+ Ycosf + Zeosy = Kicos (RIR"). La reaction dinertie totale, 
cireulaire, est donc bien Egale et contraire ä la resultante de transport des forces 
aclives qui produisent la rotation. Il est entendu de soi-m@me que l’on laisse 
de cöte la composante Rcos (RIO), qui produit le mouvement de transport 
commun de tous les points, et qui fera glisser laxe sur lui-m@me comme tout 
autre point, sil n'est pas fixe dans le sens longitudinal. Il est sous-entendu aussi 
que si Yon ne partait pas du corps, et que si le solide avait deja une vitesse 
acquise, les forces centrifuges, ou les reactions d’inertie centrales, exerceraient sur 
laxe certaines pressions, et que l’on ne pourrait plus se dispenser de le ren- 
dre fixe dans le sens normal. Mais dans notre hypothese il suffit de le fixer dans 
le sens longitudinal, si toutefois ıl est solidaire avec le corps solide; dans le cas 
contraire il peut rester parfaitement libre. Ainsi la question suivante se trouve 
resolue par ce qui precede. On donne un systeme de forces capables d’ebranler 
un solide autour d'un axe central perpendiculaire ä la direction de leur resultante 
de transport, ce qui sexprime analytiquement par la condition: 


NxXx MY 12 
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et Yon demande de trouver un axe qui, etant invariablement lie au corps solide, 
et ensuite rendu fixe, n’@prouve aucune pression de la part des forces et des reac- 
tions tangentielles quelles engendrent autour de l’axe. En effet, on calculera la 


position de l’axe debranlement, dans I’'hypothese que le centre dinertie du solide 
Kr > FEN C ER... j M 

soit d’abord fixe, par les equations cs u = 4x, cosBı = „x, Ele; en ce centre 

dinertie on elevera dans le plan perpendieulaire qui comprend la direction de la 


resultante de transport At, une droite indefinie 7g sur cette direction, et sur /g 


W =. ” 
ainsi trace, on prendra, a parlir de 7, une longueur /O'=og = KH l’axe(O O0) 


perpendiculaire en O* au plan dont il sagit, est laxe demande@. Si les forces sont 
quelconques, et qu’elles ne satisfont plus a la condition (C), la solution du pro- 
blöme est encore manifeste; seulement la distance JO’ aura une valeur differente 


et plus generale, & savoir: 


4 FE 2 MZ _IX 
PHRRREFFRRERTARE N=& I 7 7 Tan pr _ Me VOR 


et il faudra fixer laxe (O’0“) du solide dans les sens longitudinal, ou laisser au 
corps la libert€ de glisser le long de laxe. Un cas particulier et m@me singulier 
de la question re eiproque des centres de percussion se trouve encore resolu par 
"analyse precedente. A cet effet enoncons dabord cette question, prise dune 
maniere generale: 
Un corps solide dtant soumis a un systeme de forces donndes: on de- 
mande de trouver le poınt du solide qui faut fixer, pour que ces forces 
et les rdactions dinertie tangentielles qu'elles prosoquent autour de Taxe 
en ce point, produisent sur ce point une pression ou percussion nulle. 

Il est facile de reconnaitre d’abord que laxe de rotation instantand en un 
point fixe quelconque (0) d’un solide n’est gencralement pas parallele a laxe 
d’ebranlement central, le systeme de forces restant le möme; mais quand le point 
(©) coincide avec le point (OÖ), consiruit ci-dessus, il suffira evidemment qu'il 
soit fixe dans le sens parallcle a l’axe d’@ebranlement central, afın de detruire l’effet 
de glissement des forces sur le corps. Ainsi pour le cas ot la resultante de trans- 
port des forces croise a angle droit l’axe d’ebranlement central, ce qui arrive 
quand ces forces remplissent la condition (C), la question proposde est suscepti- 
ble d’une solution, et le point (©) sera le point demande. Mais jamais le point 
ne saurait remplir la condition prescrite, si les forces ne satisfont pas & l’&qnation 
de condition (C). Si done la question generale est susceptible d’une infinite de 
solutions, le point (0) n’en donnera pas toujours une, et cest en ce sens quil 
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est un point exceptionnel. Dailleurs les remarques du ($.5) fournissent tous les 
renseignements necessaires pour la solution de cette question generale: la fin de 
la rdömarque (FT. $.6) et de la rdemarque ($.7) nous autorise a conclure, que si 
toutes les forces sont dans des plans paralleles, on n’a qu’ä tirer une ligne centrale 
TO, perpendiculaire aux plans; ou que sı elles agissent dune maniere quelconque, 
on menera par le centre dinertie du solide un plan normal ä leur resultante de 
transport, et que par ce centre et dans ce plan on tirera une droite d’ailleurs quel- 
conque JO, ei gu un point quelconqne (O) de cette droite, ou meme de ce plan, 
pourra satisfaire a Ja condition preserite. En effet, en menant par (O) un plan Q, 
normal ä la ligne O7, ıl suffira de trouver en (Ö) dans (Q) deux axes rectangles 
(Oy‘, Oz‘) par rapport auxquels les moments dinertie du solide soient entrieux 
dans le rapport des distances des centres de deux systemes de forces paralleles, 
(Y,Y/,Y" ..... ).(Z, Z, Z, Z....) au plan O. Or cette question doit ätre possi- 
ble, puisque elle lest pour le cas m@me otı ce rapport est donne, et egal a Tunite. 
Ainsi il parait bien prouve, que tout point (O) du plan central, perpendiculaire 
ä la resultante de transport des forces donndes, satisfait a lenonce de la question, 
et que sil est rendu fixe, et solidaire avec le corps, il n Epronvera aucune pression, 
ni percussion, de la part des forces et des reactions diinertie tangentielles, lors de 
"ebranlement du solide. Mais rien ne prouve que les forces agissent de la m@me 
manicre sur le point (0), considere comme fixe et comme parfaitement libre; et 
laxe (OO) sera seul le eeritable awe spontane de rotatıon du solide. Quant 
au cas particulier de la question reeiproque de la theorie ordinaire du centre de 
percussion, otı l’on suppose que le solide soit mis en mouvement de rotation au- 
tour d'un axe permanent au point lıxe, ıl exıge une examen a part et une analyse 
particulicre que nous remettons a une autre occasion. 

Remarque F. Examinons ce qui arrıve, quand les forces sollicitantes 
sont toutes situdes dans un m@me plan d’inertie central; dans le plan (y/x) par 


exemple. Alors on a: 


L 
N=0, M=6, at, =09, BA, =0, he, 
CK 
. ‚ \ L “ _„» .. ® ’ 
car k devient egal a 5; laxe d’ebranlement central coincidera avec l’axe perma- 
u | Ben 
net JZ:Z=0, Kun =rxe =, Kuy=—ÄA, ws =0; cequ 


prouve que le centre (0%) est situ€ dans le m&ıne plan d’inertie central (y/x), ä 


une distance de lorigine egale a KV AH N)=B, et normale ä la resultante 
| v vX+ 7°) 


des forces dans ce plan; et ccmmenay = r = uK ‚ on relrouve 





‘ 
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R u Au 
pour /V la valeur 5; comme cela doit ötre dans le cas partienlier actuel. En 


outre, le pas des courbes spirales devient nul, et l'axe spontane de rotation (O'O") 
devient lui- m@me au point (OÖ) un axe permanent de rotation du solide. Con- 
cevons que toutes les forces soient remplacces par leur resultante effective, et 
nommons /r la perpendiculaire ou le bras de levier de A autour de laxe /Z. 


Puisque le point (0%) se trouve Aa une distance /O’ = v, sur une droite centrale, 
perpendiculaire a A, on aura: Rlr=L:10' = o)= Torn = 7 , par- 
y 

tant Or = O0'I+-Ir = O0'1I+ n; ce qui est en eflet la valeur fournie par 
la theorie ordinaire pour le cas particulier otı lon donnerait le point (O‘) dans le 
plan dinertie central (ix), et otı lon demanderait l’extremite r de la perpendicu- 
laire /r de la force. On voit donc que notre analyse nous donne avant tout la 
solution d’un cas partieulier, au moins de la theorie reciproque du centre de per- 
eussion; puisque l’on donne le mode d’application de la force, et que !’on de- 
mande la position du point (0%) et de l’axe (0%, O'.....), 

hemarque VI. Puisque dans le cas general l’axe (O’O”.....) est un axe 
spontane de rotation, et qu’il est dans le m&me cas que s’ıl etait instantanement 
fixe, on doit avoir, en nornmant 4, la somme des moments des forces autour de 
cet axe et /A’du le moment dinertie qui y repond: 

(1.) di ou d=!.dR.(- —) ’ 

j ” MY ardu 
Concevons par (©) trois axes coordonnes rectangles, paralleles aux axes primi- 
paux J/x, /y, Iz, et soient L‘, N‘, M* les moments des forces autour des ces axes 
(0'2‘, 0'x‘, 0'y‘). Comme laxe (00°) est parallele A laxe central, nous aurons: 
Au = N. AK + MM". ui +-L'. a ; 
“=L +yı X—-alı N"=N+z, Y—yı A M=M+m1Z—zA. 

Mais lequation (1) donne en vertu de la valeur 3Adr de ds, u= KfW du; 


partant par substitution: 
NN MM Il _ ., 
AK BE * CK K.fir.du; 


et comme on af du= Acos' (IO'x) + B.cos’IO'y) + C.cos’(IO'2) + u. 0%. 
on obtient, eu egard aux cosinus des angles (Ox)(IO,y) (IO,;:): 
NN MM LU N? M: 1? 


AKFBETFTCKR TUN AKHIKt ER TR 
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et cette Equation de condition doit Ätre identique, pour reproduire la valeur deIPY. 
fournie par ce qui a et€ dit. En y portant les valeurs de N‘, M‘,L, on la ramene 
a celle-ci: 


ii N(Y- +2, — Z»y,) M(Z. 0 — X) L( Kyı Y-x,) 
> \ = 1 _ — - = 1 - ı ; 14 
(2.) , K tr B- a: . ©; K — = u.o.# . 














Mais en vertu des valeurs de &,,y,2 on a: 


dp W 
Y,cos A, — 2,cosD, = d: cos% = Kos = 0C0Sa. 


< cos G, — x,c0s A, ne 0cos), ..... 
x =gc0sa, Yızacsp, Z=0.cosy‘. 
Substituant d’abord ces dernieres valeurs de e Tuyır&u dans (2), on obtient: 


N(Ye c0sy’— Zcos) M(Zeos« _ X cos} L (X.cos; FR Ycos «’) 


AK ui BE + CK =uMW, 


“ ’ N 
Maıs sı Ion remarque que dans l'equation (2): AK = c0S C ...., on en deduii 





N (Yıcos A, —21 cos D)+F. (21 cos C, —aı cos A,)+Z (z,cos Bı—yı cos C)=u .0.W. 
et sı [on remplace les facteurs de A, Y,Z par leurs valeurs, on a: 
Acosa+ Ycos?+Z.cosy = u.W: 
equation de condition qui est en elfet identique, puisque l'on a par designation: 
IV = h.cos(hIR“) = Acosa + etc. 
hemarque VII. Les valeurs de uk x,, uKy,, wKz, peuvent ötre 
mises sous la forıne 
et € — Y.cos A, — Z.cos B, j AL Kyı 2 os00e, ukKz DE un000, 
ce qui donnera: 
ka +My+ILz)=Y(NesA, —LecosG)+Z(---)+X (:---), 
et comme en vertu des valeurs de A,C,D, en N,M,L,K, ona N cos A, 
—- Lot, =0O, .... ıl viendra: 
Na,+My-+lz = 0); 
et comme lequation du plan principal des forces est aussi de la forne Vx-+ My 
+Lz=0, pour des coordonnees courantes (&,y,2), ıl sensuit que le point de 
rencontre de laxe des mouvements heliciques avec le plan de rotation central, qui 


repond ä laxe /QO, est un des points du plan du moment principal des forces. 


En nommant O‘a une droite en (OÖ), parallele ä l’axe principal des forces, relatif 


au centre /, on obtient: 
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© = M? 
cos (o'a,0'0") = ei 





©): KYN+M+ 12). 


Pour les solides de Bi classe cet angle devient nul; car A=B=(C, 
et K=Y(N?+ M?+1?):A, et cos(a’0%o“)=1. Ainsi, quand un solide de 
premiere espece est soumis A un systeme quelconque de forces, celles-ci produi- 
ront un mouvement hölieique autour dun axe parallele a leur axe principal relatif 


au centre, 


Iiemarque VIII. On demande a quelles conditions un systeme de forces 
doit satisfaire, et quels doivent £tre leurs points d’application, pour que le mouve- 
ment ait lieu autour d’un axe donne€ de position et de direction. D’abord, comme 
le point (0°) doit se trouver sur une droite perpendiculaire ä la projection de la 
resultante sur le plan de rotation, ıl faudra maintenant soumettre les directions 
des forces a la condition que leur resultante soit dans un plan normal au plan de 
rotation, et coupant celui-ci suivant une droite /t“, perpendiculaire ä la droite 
IO' qui est donnee de position. En prenant done Z0? = x’ +y’ +27 =}, 
on aura pour les cosinus des angles de cette droite avec les axes coordonnds, les 
valeurs X:0, 91:9, 21:0; etsi(a,ß,y) expriment les angles de IK“ avec ces 


axes, on obtient: 
u A „ B a in m REER > er (Ü 
0C0OS& — Y]C0S4A,72,C0SD;,, Q c059 — 2] cos{ > Ir cos A, ,‚ 2C0SY —x,00sB,—} Ost... 
Les quantites (x,Y1-2,4,BD,,C,) doivent @tre considerees ici comme des 
donndes immediates de la question; et lon a par la solution directe: 
N= A.Kcos.(, , M=B.K.cosB, , L=C.K.cosA,;: 
LY—MZ=wu.K.n; NZ—1LX=ukt.y; MX—NY=uR.n. 


Substituant dans les troıs dernieres les valeurs de V, M7, L fournies par les trois 





autres Egalites, on.obtient: 
C.cos A, . Y— BecosB..Z = uKz,, Acosl,Z— CcsA,.ÄA = «...- u ar 


Remplacant K par sa valeur N:AcosC, dans la premiere de celle-ci, par sa 
valeur M: Beos B, dans la seconde, et par L:Ccos A, dans la troisicme, et resol- 


vant les &quations qui en resultent par rapport a /V, /M, L, on obtiendra: 


u ——(C.Y os AA—bZesB)); M= (AZcosG,—C.X 005 A,) ; 


N = —— 


SZ: 
equations dont la derniere est md@me superflüe, a cause de la condition 
L+Na,+Myı=0, et dont les deux premicres suflisent pour determiner 
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les coordonnees (x, y,2) du point dapplication de la force unique quı serait capa- 
ble de produire Veffet demande, puisque [une quelconque de ces trois quantiles 
doit elle-m@me rester arbitraire. Si l’on veut produire cet effet par plusieures for- 
ces A la fois, le probleme est susceptible de diverses solutions, 

hemarque AI. 1 est bien facile aussi d’obtenir d’apres ce qui precede, 
les changements instantanes de coordonnes d’un point queleonque du solide, alors 
que celui-ci se deplace pendant Yinstant initial «/£ d’une quantite infiniment petite, 
qui est du second ou du premier ordre, selon que les forces sollicitantes sont de 
pression ou de pereussion. Mais ä notre point de vue, ces changements sont de 
veritables differentielles, et non pas des variations, parceque nous considerons un 
systeme delini des forces, et que celles-ci produiront un deplacement correspon- 
dant qui, loın d’ötre arbitraire, resulte dune manıere definie, de lintensite de la 
direction et du mode d’application de ces forces. En designant done par 
da, dy, ds les changements dans le sens des axes coordonnes fiıxes, nous avons 
a rechercher les valeurs de ces quantilds en fonetion du chemin de translation dp 


et de la rotatıon resultante JA = 





d&. Or le chemin total, deerit par un point 
quelconque (xyz) du solide, est la diagonale ds d’un parall&logramme elementaire, 
dont un cöte «dp, parallele ä !’axe (O’O“), faıt avec les axes coordonnes les angles 
C,B1A respectivement, tandis que lautre cöte est [element eirculaire que ce poin! 
deerit sur laxe (O’0“) de rotation d/%. Mais la projection de cette diagonale sur 
un axe quelconque est egale a la somme des projections des chemins composants 
sur Je möme axe. Puisque done par notation dx exprime la projection sur /x 
de l’element cırculaire dont ıl sagit, et que dx exprime la projection de la dia- 
oonale ou du chemin resultant, on doit avoir: 

dx = dx+.dp.cos(, 

dy == öy + dp.cosB, 

dz = d2 + (dp.cos A,, 


Oy, oz obtenues plus haut: 


ou bien, eu egard aux valeurs de dw, 

da = (zc0s B, —ycos A) dE+ dpcosa-+ dp cos G., dy=.... : da=..... 
Si done on remarque que dapres le möme principe de proJection, dip’cosa+-dp.cos. 
exprime le chemin de translation total du centre 7, projete sur laxe des abscısses, 


on obtient ımmediatement: 


i „ Reos(R'IX X 
dp’cosa + dpcos €, — dl. oe ar Ab: 
: 1 2° u 
parlant: 
2 dx FF | 2dy 2dz 
AR = (2c0s B, — 1 008 A1,) K-+ .,; Fr- > 00 Fr SEE nun. 
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ou bıen encore, par la substitution des valeurs de C,, B,, A), 


2dz _ M L bo: 
Pa u en 
2dy L N Y 





dt? a Te w° 
2: _ N Mm 4 
de = zu. B’+r,. 


‚ ’ / 
Dans ces formules les premiers membres expriment, au facteur 7 pres, les accroıs- 


sernents de vilesse, ou plutöt les vitesses infiniment petites «que recoit pendant 
instant initial le point quelconque (@,y,2) du corps, parallölement aux troix axes 
coordonnes rectangles qui sont diriges suivant les trois axes dinerüe du centre du 
solide. Sil y avoit deja mouvement acquıis, il faudrait evidemment remplacer ces 


B} 7 B. 
r d’x d’y d . " 
)remiers membres par vo ; > — 7,  respectivement, et comme les axes 
I di dt di 





dont ıl sagıt, seraient deja alors en mouvement, on naurait plus qu‘& faire une 
transformation de coordonndes pour avoir les formules les plus generales du 
mouverment d’un solide parfaitement libre. 

Il nous parait utile de presenter le resume de tout ce qui a ete dit, dans 
la table de matieres qui suit: 


Bruxelles, Maı 1848. i 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIII. Het, 3. 32 
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TABLE DE NATIERES. 


s.1 


Nouvelle analyse de la theorie ordinaire du centre de percussion. 


u; 
Mouvement de rotation naissant d’un point matcriel. —. Composition des moments 
principaux de plusieurs forces. 
$. 3. 


Mouvement de rotation naissant d’un corps solide pourvu d’un point fixe, —. La 
rotation elömentaire est en raison directe du moment de la force, et inverse du moment 
d’inertie du solide, relatif a Faxe instantandc de rotation. 

Composition du moment resultant en fonction des moments partiels et des moments 
d’inertie du solide, relatifs aux axes instanlands de rotalion, 


$. 4. 


Determination de l'axe instantane de rotation, relatif a un point fixe donne, en 
fonclion des moments des forces donnces, autour de trois axes rectangulaires, et des 
moments d’inertie du solide, relatifs ä ces mömes axes. —. Valeur de la rotation ele- 
mentaire sur l’axe instantane, (Voir les formules I, II, III, IV, V, etc.) 

les remarques I, I, II, IV..... VIIE comprennent des rösultats faciles a enoncer 
et a resumer. 

Dans la remargue IX on demontre que pour ebranler un solide autour d’un axe 
permanent du point fixe, par le moyen d’une force unique, on doit faire agir celle-ci dans 
le plan des deux autres axes permanents. —. (Ce theoreme est deja connu. Voir Poisson. 
t. IL p. 187). 

Dans laremargue XII on recherche la condition requise pour que l’axe de rotation 
ait une direction parallele a celle de la resultante de transport des forces. —. Impossible 
pour le cas d’une force unique. 

Dans la rdmarque XI1J on ctablit la condition requise pour que cette resultante 
de transport croise l’axe a angle droit. 

Dans la remargue XIV on examine l’effet dynamique instantane d'un couple de 
forces sur un corps solide a point fixe; et l’on expose quelques notions criliques sur la 
methode statique des couples. 
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5.8, 

Un corps solide, etant fix& par son centre d’inerlie, la pression ou percussion en 

ce point est la resultante de transport des forces sollicitantes, et Ja pression düe aux re- 
actions d’inertie tangentielles y est toujours nulle. 


$. 6. 
Evaluer la pression totale pour le cas d’un point fixe quelconque. (Voir les for- 
ımules Aet Bde ceNo.). —. La reaction d’inertie totale ei tangentielle n’est plus nulle; mais 


(remarque I) elle le sera encore pour le cas parliculier ol Faxe d’ebranlement du solide 
passe par le centre d’inerlie. 

La direction (r&emarque II) de la resultante de transport des reactions d’inertie 
tangentielles est parallöle a la ligne d’intersection d’un plan normal a laxe de rotation 
avec le plan normal a la droite qui joint le point fixe donne au centre d’inerlie du so- 
lide. —. Equation de condition d’une resultante d’inertie eflective. 

La pression totale (Remarg. III, IV), soufferte par le point fixe (0) du solide, est 
nulle, si la force unique qui agit sur le corps, est dans un plan (P), perpendiculaire a la 
ligne centrale (O/), et que ce plan se trouve ä une distance Ol de (O), determince par 
la formule et les conditions suivantes: 


k? 
ol’ = Ol+ or 


Par le centre (/) on concoit un plan perpendiculaire a /O; dans ce plan on de- 
termine deux axes rectangulaires par rapport auxquels les moments d’inerlie du solide 
soient egaux entr’eux; et on cherchera la valeur commune «%? de ces deux moments 
d’inertie. Des lors, ces conditions etant remplies, non seulement il y aura sur le point 
fixe une pression ou percussion nulle: de plus la force agissante et l’axe instantand se 
croiseront äa angle droit. Ce resultat general qui n’a aucune analogie avec la theorie 
ordinaire du centre de percussion, est vrai encore pour un nombre quelconque de forces, 
qui admeltent une resultante eflective, satisfaisant aux conditions Enoncces, 

L’analyse generale des ($. 5 et 6) qui nous a conduit a ces resultates, reproduit 
aussi (voir remarg. V) la Ihcorie ordinaire du centre de percussion. 

Pour avoir une pression tolale nulle sur le point fixe, dans le cas de forces quel- 
conques, il faut encore que leur resultante de transport croise l’axe instantane A angle 
droit, et quelle soit aussi a angle droit avec la ligne centrale Ol. Dans la fin de la re- 
marque citöe on montre le moyen de resoudre le probleme d’apres les condilions presecrites. 


$. 7. 

On demontre ce qu’on a admis plus haut comme possible, savoir, qu’au centre 
dinertie d’un solide, ou en tout autre point, on peut toujours trouver dans un plan perpen- 
diculaire A celui des axes a moments d’inertie maximum et minimum, un couple d’awes: 
cest-a-dire deux axes rectangulaires par rapport auxquels les moments d’inertie du so- 
lide soient egaux entr’eux, sil siagit (r&marg. I) de trouver un axe qui forme couple 
avec une axe donne, au point fixe que l’on considere. La question peut &tre ou n’ötre 
pas susceptible de solution, selon les differents cas. —. En un point quelconque d’un so- 
lide (rcmarg. II) on peut toujours trouver cing axes au moins, par rapport auxquels les 
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moments d’inerlie sont egaux entreux; quatres de ces axes sont dans une möme plan per- 
pendiculaire au cinquieme. Remarques particulieres sur ce qui precede. 


Ss. 8. 


Dans ce paragraphe on d@montre quelques formules admises dans le courant du texe. 
Il est vrai que ces formules sont deja connues dans la transformation des coordonnces; mais 
elles y restent a F'etat de lettre morte, et passent a peu pres inappergues; tandis qu’elles 
se produisent, et se reproduisent m@me, d’une fagon r@marquabie dans la theorie des mo- 
ments et de la rotation des corps, oü elles offrent un grand secours. Ce qu'il faut penser 
de la dötermination (methode d’Euler) de Taxe instantane de rotation par l’idee d’une force 
vive d’extröme grandeur. Observalion sur ce qu’on nomme parfois la mcthode de la 
permutation tournante et que nous nommons lechange Progressif des lettres, en mecanique 
et dans la transformation de l’analyse des coordonndes. Revendicalion de priorite en fa- 
veur de Mr. Paganı. 


. 9 
Mouvement naissant des corps solides libres —. Demonstration des deux Iheoremes 
de Mr, Chasles par le principe de la composition des mouvements —. Notions mecaniques qui 


completent ces theoremes dans la supposilion bien exacte que tout deplacement virtuel d’un 
systeme matlcriel est le resullat d’un systeme de forces —, Ce qulil faut penser de ce ihco- 
reme qui dit que tout mouvement infinitesimal d’un corps solide est une rotation autour 
d’un axe central, et une translation. 


On demontre que laxe des mouvements heliciques est le veritable axe spontane 


et effectif de rotation —. Que cet axe coupe le plan de rotation central en un point qui 
se trouve sur une droite perpendieulaire au plan forme par l’axe de rotalion central et la 
direction de-la resultante de trsnsport des forces donnees —. Que la rotation resultante 
est egale A la rotation fictive aulour de l’axe central, autour duquel V’ebranlement suffi- 
rail si le cenire d’inerlie ctait fire —. Que l’axe instanland et effectif de rotation est pa- 
rallele a l’axe central dont il sagit — etc. 


. Remargue: Nous n’ignorons pas que la question du ($. 4.), relative a la direction 
de l’axe instantand de rotation, se trouve touchce dans la mecanique de Poisson (t. II. p. 186 
— 187); Mais cette solution ne nous a pas salisfait; elle nous a paru indirecte, fort com- 
pliquce, et restreinte au simple cas de la percussion. L’idde d’Euler, de determiner cet 
axe d’apres la condition que la force vive produite soit une extreme grandeur, ne parait 
pas evidente ä priori, et aurait elle-meme besoin d’eire demontrce. Ce sont ces differents 
motifs qui nous ont decide a chercher une solution directe ei generale, fondce sur les 
notions elementaires de la statique et de la dynamique., 
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11. 


Beitrag zur Lehre von den geometrischen 
Verwandtschaften. 


(Von dem Herrn Dr. phil. Swellengrebel zu Utrecht. ) 


Man hat sich in der letzten Zeit viel mit Collineation, Reciproeität und 
andern speciellen geometrischen Verwandtschafts- Arten der Figuren beschäf- 
tigt; weniger mit der allgemeinen Theorie dieser Verwandtschaften, so dass die 
von Magnus geäusserte Klage (Sammlung von Aufgaben Vol. II. pag. 417 Note), 
diese Lehre sei noch nicht genug bearbeitet, noch jetzt gegründet ist. Indem ich 
es hier wage, zu dieser Lehre einen kleinen Beitrag zu liefern, verhehle ich mir 
keinesweges die dem Gegenstande inwohnenden Schwierigkeiten; weshalb ich 
denn auch keine vollständige Theorie der geometrischen Verwandtschaften zu 
liefern gedenke, die den Umfang eines Journal- Aufsatzes weit überschreiten 
würde, sondern nur einige Momente fragmentarisch behandeln werde. 

Die Verwandtschaft zwischen Figuren ist dreierlei Art. Ist nämlich eine 
primitive Curve durch ihren analytischen Ausdruck gegeben, d. h. durch die 
Figenschaft, dass eine oder mehrere gewisse Functionen ihrer Coordinaten = V 
sein sollen, so kann ınan, um zu der ihr verwandten Curve zu gelangen, den 
Ausdruck der primitiven Curve auf dreierlei Art transformiren. Man kann ent- 
weder die=( gesetzte Function ungeändert lassen und nur die Coordinaten mit 
andern Coordinaten vertauschen, oder man kann, ohne die Coordinaten zu 
ändern, die Function durch eine andere Function ersetzen, oder man kann die 
Coordinaten und die Function beide ändern. 

Ein Beispiel der ersten Verwandtschaftsart ist der Zusammenhang, wel- 
Say Ey) = 0 

Fiax,y,c,y) =» 
zwischen den Figuren 9(&,y) = 0 und g(«“, y)=® selbst darstellt. Eine Ver- 
wandtschaft der zweiten Art ıst die, welche zwischen den drei Figuren a'(x,y)=®, 


chen die zwischen den Coordinaten Statt findende Abhängigke 
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yoy)=0, und yhba@,y), x@,y)]= F(a@,y)=0 Statt findet, z. B. 
diejenige, wodurch eine aus zwei Zweigen bestehende Curve Ab(a,y)xy(2,y)=V 
mit ihren beiden Zweigen ab(&,y) =0 und z(a,y) = 0 zusammenhangt. Eine 
Verwandtschaft der dritten Art wäre der zwischen den primitiven Curven bla, y)=V 
und „(x“,y“) = 0 und der analogen Curve px (x, Y), z(©,Y)] = F(a,y) = 0 
Statt findende Zusammenhang. Gewöhnlich rechnet man nur die erste, nicht die 
beiden andern Arten zur Verwandtschaft; weshalb wır uns auch hier auf die erste 
Art beschränken wollen. 

Von dieser ersten Verwandtschaftsart ist der einfachste Fall der, wenn 
man nur zwei einander verwandte Figuren A und DB betrachtet, oder wenn man 
mehr als zwei Figuren, z. B. die vier Figuren 4, DB, C, D betrachtet, dieselben 
je zwei verwandt sich vorstellt und die Verwandtschaft zwischen A und B, zwi- 
schen Ü und D, etc. berücksichtigt. Complicirterer Art sind die zwischen mehr 
als zwei Figuren bestehenden gemeinschaftlichen Verwandtschaften. Ein Bei- 
spiel hiervon giebt der durch die vier Gleichungen. 

ee yyy"—=l + X +. =—V y+y+y"=V0 

zwischen den drei Figuren g(&,y)=0, yla',y)=0, ylaY,y')=0, aus- 
gedrückte Zusammenhang. Beschränkt man sich auf die Verwandtschaft zwi- 
schen zweı Figuren, so ist noch zu unterscheiden zwischen dem complicirteren 
Fall, wo man sich die beiden Figuren im unbeschränkten Raume ausgedehnt 
vorstellt und daher 2X3 = 6 Coordinaten zu betrachten hat, und dem einfa- 
cheren Fall, wo man jede der beiden Figuren in einer Ebene liegend annimmt 
und daher nur 2X2 = 4 Coordinaten in Betracht kommen. Auf den letzten 
Fall wollen wır uns beschränken, 

Es sind also zwei Coordinatensysteme, welche respective das System we 


und das System Z‘w’ heissen sollen, vorhanden, und die hier zu betrachtende Ver- 


‚Swet,w)=V . RE ni 
wandtschalı Fu,o,t,0) = 0 giebt die Beziehung an, worin jedes ganz bestimmte 
use 

‚yua 1 
Ding ___ , deseinen Coordinatensystems zu dem correspondirenden Dinge oder den 


A 
‘ 


De 


TE Ende. urn u=a 
on 5 des andern Systems steht. Drücken die Dinge 
6 Ö, Ö ’ Ö sn... ’ oO ( 


PR 


Dingen 


l 


! =», 


und e r jedes einen Punct aus, wie z. B. wenn ve und fa‘ zweı Systeme 
[6 { > * 


sewöhnlicher Parallel-Coordinaten bedeuten, so drückt die Verwandtschaft die 


Beziehung aus, welche zwischen jedem Puncte der primitiven Figur und dem 
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einen oder den mehreren correspondirenden Puncten der analogen Figur Statt 
findet. Es ıst aber in der allgemeinen Theorie der Verwandtschaften kein Grund 


vorhanden, die Natur der beiden Coordinatensysteme ue und Zw’ auf diese Weise 


zu specialisiren. Das Ding , _ 3 wird demnach im Allgemeinen entweder ein 


Punct, oder eine Linie, oder ein System mehrerer Puncte oder Linien bedeuten. 
Nimmt man z. B. zu Coordinaten die veränderlichen Entfernungen 
u=)(cH+E’+y) und -=yYl(& —e)’+yY) 


e=-—: = +: 


eines veränderlichen Puncts von zwei festen Puncten 0 und a 


° ö urn r oo. . 
an, so wird das Ding „ _ ,; das System der zwei reellen und der zwei im Un- 
— { 7 

endlichen liegenden imaginären Durchschnittspuncte der zwei Kreise u = «a und 
= B bedeuten. Oder, nımmt man die von Plücker (Analytisch - geometrische 
Entwickelungen. Bd. IT) eingeführten Liniencoordinaten an, so wird eine Gerade 


h uno , 2 a ’ 
die Bedeutung des Dinges = g sen. Es ıst also für Dasjenige, was durch die 


s 


Bestimmung aller Coordinaten entsteht, ein für alle mögliche Coordinatensysteme 
passender Namen nöthig. Es soll dasselbe (dem Beispiele Drückenmüller s fol- 
gend (,„Uebertragungsprincipien $S.4)’) Element des Systems heissen. Die 
P f 
Verwandtschaft = . “ = 0 drückt demnach im Allgemeinen die Beziehung aus, 
+ A ae 

welche zwischen jedem Elemente eines der Systeme we oder 2”w‘ und dem einen 
oder den mehreren analogen Elementen des andern Systems Statt findet. 

Man kann sich aber den Gegenstand auch noch auf andere Weise vor- 
stellen, indem man nemlich die beiden Systeme als ein einziges System mit vier 


Coordinaten betrachtet. Das Zlement dieses neuen Systems, d. h. das durch die 


’ 


u == 0a 
2 
. . en . . v—=)D 
Bestimmung aller ihrer Coordinatenwerthe entstehende Ding u E bedeutet 
ut; 
an = Ö 
u=0% 


alsdann das Zusammentreffen oder die Combination eines Elements ne des 


4 


un | 


wur j Y Y REM 
Systems ze mit einem Elemente nz des andern Systems. Die Verwandtschaft 


Suwut,wW)=0 . Sn 
Fu, “ L BE zeigt dann die Aenderungen an, welche die vier Coordinaten oder 


— 


Qualitäten dieses veränderlichen Elements erleiden; ungefähr so, wie die Gleıi- 


Sa, Y :) = 0 


die Aender | ı Coordinaten 
chungen Mey, = 0 Aenderungen andeuten, welche die drei Coord 
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eines elementaren Puncts des Systems xyz bei der Fortbewegung dieses Puncts 


» ® r f(x 2 z == 0 
auf der Linie doppelter Krümmung, . _ g erfahren. 
zen 


f(u,v,t,w) = 0 
} a. yn 1) 3 e m ‚ f a r 7 " 
Die allgemeine Form Fu, o,t,0) = 0 einer gegebenen Verwandtschaft 
lässt sich, wenn man vier neue Coordinaten p, 9, r‘, s’ statt der vier früheren 
u,e, U, w’ einführt und die Functionen f(u, e, 1‘, &‘) und Fu, e, t‘, w‘) durch 


gewisse neue, aus den Gleichungen 
wet, )=up,gr,s) Fue,t,0)= F(p,g,r,s‘ 


zu entwickelnde Functionen ab und F’ der vier neuen Coordinaten ausdrückt, auf 
zweierlei Art vereinfachen; je nachdem die Formändgrung die Funetionen f und 
F durch die einfacheren Functionen « und F, oder aber den complicirten, zwi- 
schen den älteren Coordinatensystemen we und Zw‘ Statt gefundenen Zusammen- 
hang durch den einfacheren Zusammenhang zwischen den Systemen pg und r’s‘ 
ersetzt. 

Eine Vereinfachung in Bezug auf die Form der Functionen f und F er- 


hält man, wenn man die neuen Coordinaten p, g, r‘, s‘ so annimmt, dass die Ver- 


v(p,r) = 0 pP =ım 
wandtschaft die Form Fig) = 0 d.h. „ _ og) bekommt. Eine noch mehrere 
Vereinfachung ergiebt sich, wenn die Functionen «) und #£ sich auf die blosse 


r —r=0 j un 
Differenz Be — g; 4. h. wenn die Functionen ; und $ sich auf die Identität 


r =p \ . r , 
‚ _ reduciren. Zu einer Vereinfachung dagegen des Zusammenhanges zwi- 
s=y 

schen den Coordinatensystemen ve und t’w‘ gelangt man, wenn die Coordinaten- 
systeme pg und r’s‘ Elemente von der nämlichen Art haben, während die Ele- 


mente der früheren Systeme ur und {a ıhrer Art nach nicht mit einander über- 
[4 

u: vr p=sa „‚r=a. 

einstimmen; wie z. B. wenn die Elemente u und ee jedes einen Punct 


oder jedes eine Gerade, oder jedes ein System zweier Puncte ausdrücken, wäh- 


== 0 i=au 
a > > ‘ . 2 
— g einen Punct, das Element ve dagegen eine Gerade 


u 
rend das Element as ui 
oder zwei Puncte ausdrückt, d. h., um Drückenmüller’s Terminologie zu folgen, 
(S. 9), wenn die Systeme ze und 1‘ unter einander digenetisch, die Systeme 
Pg und r‘s‘ dagegen unter einander homogenetisch sind. 


Ein Beispiel solcher vereinfachten Verwandtschaftsform liefern die Gleı- 


[4 
7 axyp u . x Y ” 
chungen „ _ ;x g; wor und s‘ die durch = rer und ausgedrückten 


224 y? 
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Coordinaten des Punets p“, (Fig.1) p und y dagegen die Entfernungen Ap 
und Bp des Puncts p von zwei festen Puncten A und B (Fig. 2) bedeuten 


=. p=-.a 
3 und ei zwar jedes die Durchschnitts- 
1} i 


puncte p” und 0, p und mm zweier Kreise k“ und /“, k und / bedeuten, wo aber 


u er r 
mögen, wo also die Elemente s 


das veränderliche Element im Systeme r’s‘ auf zwei feste Gerade AX' und YY, 
im Systeme pg dagegen auf zwei feste Puncte A und B bezogen wird. 

Ein innigerer Zusammenhang zwischen den neuen Coordinatensystemen 
pg und rs’ entsteht, wenn man sie so annimmt, dass sie nicht nur Elemente ähn- 
licher Art haben, sondern selbst ähnlicher Art sind, d.h. wenn die festen Puncte 
oder Linien, auf welche das veränderliche Element bezogen wird, bei beiden Sy- 
stemen ihrer Art nach übereinstimmen; z. B. wenn die Coordinaten p und q die 
Entfernungen des veränderlichen Puncts p von zwei festen Puncten A und B, 
r und s‘ dagegen die Entfernungen des correspondirenden Puncts p‘ von zwei 
andern festen Puncten C und D bedeuten. 

Noch grösser wird die Vereinfachung der gegebenen Verwandtschafts- 
form, wenn die festen Puncte oder Linien, auf welche das veränderliche Elernent 
bei den neuen Systemen pg und r’s‘ bezogen wird, für beide Systeme identisch 
sind. Es können aber alsdann dennoch die Coordinaten p,y von den Coordinaten 
r's‘, obgleich in Qualität übereinstimmend, ihrer Quantität nach verschieden sein; 
wie z. B. wenn die Coordinaten- Axen AA’ und YY beiden Systemen gemein- 
schaftlich wären, die Coordinaten p und y aber die in Metern ausgedrückten 
Entfernungen des veränderlichen Puncts von diesen Axen, die Coordinaten r’ 


und s’ dagegen dessen in Decimetern ausgedrückten Entfernungen von den nem- 


. . p = U Tr=06&- £ 
lichen Axen bedeuteten, so dass durch die Elemente eh und x g Zwei ver- 
N ur 


schiedene Puncte Ah und h’ (Fig. 3) angedeutet würden. 


Macht man endlich die Coordinaten p, g und r‘s‘ nicht nur in Qualität, 


. “9 .. . . . n ) = (L 
sondern auch in Quantität übereinstimmend, so dass die Elemente „ und 
—— /) 
s 
r=«a . ._?° « RR \ 
Be den nämlichen Punct oder die nämliche Linie, oder das nämliche System 
N P . 


= «u 


. . ” p 
von Puncten oder Linien bedeuten, nur dass es, als Element > betrachtet, 
J 


a. 

’ uöc 

= (U 
Id 


r 
zur primiliven, als Element jr betrachtet, zur analogen Curve gehört, so 


= (I 
kann man die jetzt identischen Coordinaten p, g und r‘, s‘ mit dem gemeinschaft- 


lichen Namen pg benennen, Wir wollen jedoch zur Unterscheidung die Cvor- 
Crelle's Journal f. d M Bd XLII. Heft 3 33 
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dinaten, wenn sie auf die zweite Figur bezogen werden, accentuiren. Zwei solche 
Coordinatensysteme p 9 und p‘g‘, denen gemeinschaftliche Elemente zukommen, 


sollen homoelementische heissen. 


Je nachdem nun beı der Vereinfachung der gegebenen Verwandtschafts- 


SW, v,',wW)=0 


’ N y r | 1 - d L ISC 
form ee entweder die Functionen fund F, oder der zwischen den 


alten Coordinaten ze und 1’ obwaltende Zusammenhang, oder endlich Coordi- 
natenzusammenhang und Functionen, beide, oder keines von beiden, vereinfacht 


worden sind, bekommt die neue Form der gegebenen Verwandtschaft eine der 
folgenden vıer Hauptformen: 


1. 2. 3. 4. 
p=p YpP5g) = 0 vn vip'ri,s)= U 
mg F(p,9,p,g) = V „mg F(p,gr,s)=V0 


Die Form No. 1 giebt eine blosse Coordinatenvertauschung bei zwei ho- 
moelementischen Coordinatensystemen, Die primitive Figur erleidet also bei No.1 
keine Aenderung, weder der Form, noch der Grösse, noch der Lage nach, so dass 
eine Verwandtschaft, welche die Form No. 1 hat, sich auf die Identität beider 


Figuren reducirt. Es kann daher die Form No. 1 niemals entstehen, wenn nicht 


uut,W)=0 . Si j % 
schon unter der gegebenen Form Fu,o,t,u) = 0 ne Identität beider Figuren 


durch die Verwandtschaft ausgedrückt wird, d.h. wenn nicht die Functionen f 
und F gerade den zwischen den Coordinatensystemen we und Zw“ ohne Bezug 


auf die Verwandtschaft Statt findenden Zusammenhang andeuten. Fine Verwandt- 


.. £@&y0,r) = 0 ' 
. ‚ > u. . z > a F 
schaft z. B. welche durch eine Coordinatentransformation FKx, y, 0,7) = 0 zwi 


schen den nicht homoelementischen Systernen x% und o°r‘ gegeben wäre, (wo 0° 


EN =-—E 

und 7’ respective die Entfernungen von den zwei festen Puncten _ _ 0 und 

z = u & a a o . . x . 
bedeuten mögen) wird nur in dem speciellen Falle, wo die Functionen f 

y=(0 

und F’ respective die Functionen o = Y((z+.)’+?) und -' = Y((»—e)’+%) 


! 


° y > 7 ei 6 .. 
sınd, unter der Form No. 1 a dargestellt werden können. 


Bei der Form No. 2 gibt es wieder zwei homoelementische Coordinatsy- 
steme, aber keine blosse Vertauschung der Coordinaten, sondern eine Coordina- 


vrlay ey ) =0 
FRaya'y)=0 


d.h. wenn die Systeme pg und p'g zwei ın Bezug auf Coordinaten-Axen und die 


ten-Transformation. Der interessanteste Fall von No. 2 ıst die Form 





n 
; 
ä 
Y 
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Längen-Einbeit identische Systeme von Paralleleoordinaten bedeuten. Zur Un- 
terscheidung wollen wir diejenige Verwandtschaftsform, bei welcher die Systeme 
pg und p‘g‘ zwar Parallelcoordinaten bedeuten, aber verschiedene Längen - Ein- 
heiten oder eine verschiedene Lage der Coordinaten-Axen haben, durch andere 


v(a,y,&,n) = 0 . . En 
n ezeichnen, weil man sich, wenn man mit Marnus 
Fa,u, En Je 0 b ' n sıch, w ıgnus 


(Sammlung von Aufgaben Bd. 1. S. 43) und Grunert (Elemente der analytischen 
Geometrie Bd.I. S.152) die Aufeinanderlegung der Coordinaten-Axen mit keiner 


Buchstaben 


Buchstaben - Aenderung verbindet, leicht in der mannigfachen Bedeutung der 
Buchstaben & und y nicht mehr zurechtfindet. 


Die Form No. 3 giebt eine Coordinatenverlauschung bei zweı nıcht ho- 


Pa 


. n . u 5 Dh 
ınoelementischen Coordinatensystemen. Der einfachste Fall von No.3 ist 4 


= 
welche Gleichungen, je nachdem die Systerne £',‘ und xy nach Längen-Einheit, 
oder nach Coordinaten - Axenlage, oder in Bezug auf beide, verschieden sind 
und entweder eine blosse Vergrösserung, oder eine blosse Ortsveränderung, oder 
eine mit Bewegung gepaarte Vergrösserung anzeigen. Im letzten Fall drücken die 


’ 
Ru !y=r 
Gleichungen _, 
7 zu 


aus, dass die Entfernungen jedes Puncts » der prmitiven 
Figur von den Axen XA‘ und YY’ (Fig. 4) gerade so viele Meter betragen, als 
z.B. die Anzahl der in den Entfernungen des correspondirenden Puncts »’ (Fig. 5) 
von den Axen 55 und TTY' enthaltenen Decimeter. Eine gleiche Aenderung 
der primitiven Figur pgr, der Grösse und Lage nach, ohne Aenderung der Form, 
giebt der Fall No.3, wenn die Coordinaten »y und r‘s‘ respective die Entfernun- 
gen des Puncts p von den festen Puncten A und B (Fig. 6) und die Enifer- 
nungen des correspondirenden Puncts p‘ (Fig. 7) von den festen Puncten Cund D 
bedeuten. 

Diese Form No. 3 betrachtet Plücker (System der analytischen Geome- 
trie S. 48 und 54) als den allgemeinen Ausdruck der geometrischen Verwandt- 
schaften; weshalb er die verschiedenen Verwandtschaften zwischen Figuren als 
eine Uebertragung der verschiedenen, unter den Symbolen pg und r‘s‘ zu verste- 
henden Coordinatenbedeutung betrachtet. Andererseits könnte man aber auch, 
wenn man die Lehre von den geometrischen Verwandischaften ganz elementar 
vortragen wollte, ohne die Kenntniss anderer Coordinatsysteme als das der ge- 


wöhnlichen Parallelcoordinaten vorauszusetzen, mit Grunert (Bd. I. pag. 134) 


v(nyF,n) = 0 \ ern N vay,a,y))=0 
a A ‚ode 0.2 Ph als den 
die Form 7, (8, /) = 0 ‚Oder sogar die Form Fan.) et 


33” 
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allgemeinen Ausdruck einer geometrischen Verwandtschaft betrachten. Man kann 
sich also nöthigenfalls mit der Untersuchung der Form No. 3, oder der Form 
No. 2 begnügen. Besser jedoch wäre es vielleicht, nicht blos die speciellen For- 
men 2 und 3, sondern auch die allgemeine Form 4 zu betrachten, da man, wollte 
man jede Verwandtschaft unter der Form 2 oder 3 discutiren, in unnöthige W eit- 
läufigkeiten gerathen würde. Es kann nämlich jede in der Form 4 gegebene 
Verwandtschaft leicht auf die Form 2, oder auf dıe Form 3 reducirt werden. 


SW, v, t, w) = 0 FE 
Fu, v,t.w) = 0 
die Form 3 zu bringen, braucht man nur t* und &‘ oder u und # aus den gege- 


ni b ! = (u) 
benen Gleichungen zu entwickeln und ın den gelundenen Gleichungen _. Pu 
{ ie oO w=y(u,) 


die Coordinaten /‘ und w‘ als die neuen Coordinaten r‘ und s‘, und die Functio- 


Um z B. eine unter der Form 4 gegebene Verwandtschaft 


nen g(1,0) und y(u,#) als die Coordinaten des andern neuen Coordinatensystems 
pg zu betrachten. Und wollte man sie auf die Form 2 bringen, so brauchte man 
nur zu untersuchen, welcher Zusammenhang zwischen den festen Puncten oder 
Linien, auf welche die Coordinaten z und e bezogen werden, und denjenigen des 
Coordinatensystems 2‘ Statt findet, und hieraus den Zusammenhang zwischen 
= (tl, w) t=oy«(u, v) 

= y’(t,w) oder o=;'(w, v) ab- 
zuleiten und durch Substitution desselben in die gegebenen Gleichungen 


(uv.t,u)=Q . ; 
| g sie auf die Form 


den Coordinatensystemen ve und Zw, nemlıch i 


F(u,v,t,w) = 

Tu, 0, 9“ (u, 6°), zw‘, e') = 0 nur i U(u,e,u‘, 0) = 0 
A Pr Pa d.h. auf die Form No. 2 P( de; ) 

F]u, ec, 9" (u‘, ©‘), z" (uw‘, e) = 0 F(u,e,u,e) =V 


zu bringen. Hätte man z.B. die ın der Form 4 gegebene Verwandtschaft 


!—-au=V\ .“.. - 
bo = 0; Wou und # respective die Entfernungen pA und pB jedes Punts p 


(Fig. 8) der primitiven Figur, von den beiden festen Puncten A und 2, 1‘, w‘ da- 
gegen die Entfernungen p’C und p‘D des analogen Puncts p’ bedeuten, so suche 
man aus der gegenseitigen Lage der vier Puncte A, DB, C, D auf den Zusammen- 
hanz zu schliessen, in welchem die Coordinaten u und e, d.h. die pAundpb 
jedes Punts der primitiven Figur, zu den Coordinaten Z und »® d.h. pC und pD 
des nämlichen Punts stehen, oder auf denjenigen der Coordinaten w‘, e%, 1‘, &‘, 


d.h. p’A, p'B, p'C, p‘D, des analogen Puncts p‘. 


k ß S (u, v,t,w) = 0 
Obgleich also jede gegebene Verwandtschaft Alu, I Y. e _ og sowohl auf 


die Form 2, als auf die Form 3 reducirt werden kann, werden doch die meisten 
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d 


Verwandtschaften, bei geeigneter Auswahl der Coordinatenp, 9, r‘, s‘, in der Form 


v(Ppr,85) = 0 : 
No. ‚ c re \% GG “ 2 ir, m 
No ER" auf einfachere Weise als in der Form 2 oder 3 darge 
stellt werden können. Es würde z. B. nicht wohl gethan sein, wenn Jemand’ 


der mit der Natur des Coordinatensystems No. 2 vertraut wäre, die einfache Form 
No. 4 

C = sin (R) 

r = cos(R) 


gegen die complexere Form No. 2 

Ve — + y 9) = sine +a Hy + N] 

Kae’ +y°)) = cos [ara +y +6] 
vertauschen wollte, oder werın er die gegebene Verwandtschaft in der Form No. 3 
r=p 
PB. betrachten wollte, weil alsdann vorher die Natur des neuen Coordinaten- 
systems »g zu untersuchen wäre, dessen Coordinaten nicht die Entfernungen je- 
des veränderlichen Puncts von den festen Puncten A und BD, sondern respective 
der Sinus und der Cosinus dieser Entfernungen sind. 

Eine andere Art, die Untersuchung der Form No. 4 zu vermeiden und 
auf die Form 2 und 3 sich zu beschränken, wäre die: jede Transformation von 
der Art No. 4 als eine doppelte Transformation zu betrachten, d. h. als die Ver- 
bindung einer gewissen Transformation von der Art 2 mit einer Transforma- 
tion von der Art 3. Transformirt man nämlich eine primitive Figur /(u, #) = 0 


jr “ . . ’.. 
„» IN EINE intermediäre 


I 


’ nn u 
durch eine Transformation von der Art No. 3 z.B. J 


Figur fa“) = 0 und nachher diese intermediäre Figur durch die Transfor- 


i ler Art No. 2, vw) 5 vr. dritte; 
f Tr % OÖ. /J 7.9 / ! > ( rl = '1- 
malıon von Ger / wW= zı(, w') Oder F (t w', {/, u) er in eine 


gur /(t,@)=0, so erhält man das Nämliche, als wenn man die primitive Figur 
u=t" pt, w) 
v = uw’ = z(t,w) 


(u, 6) = 0 unmittelbar durch die doppelte Transformation in 


av (u, v, f; w') —=( } lt 
F(u, v,t,w) = 0 I ra 


Figur transformirt hätte. Umgekehrt kann man daher auch jede Transformation 


= f (t, w) d 2 . r r 
on y(t u’) in die sıc zusammensetzenden Transformatıonen 
m 7 u 


No. 2 und 3 theilen. Es können aber zwei Transformationen J) und E, deren 


eine die ıhr durch die Verwandtschaft der Art No. 4 


B u 
von der Art No. 4 . 


erstere die Figur A in die Figur € und die Figur B in F transformirt, während 


die e die Figur A in B und C in G transformirt, entweder zu der doppelten 
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Transformation PD E verbunden werden, welche A in G transformirt, oder zu 


der, die A in F verwandelnden Transformation ED, oder auch zu der Transfor- 


mation D-+ E; wobei die primitive A durch die Transformationen D und E 


gleichzeitig aflıcırt wird. Es kann daher jede Transformation von der Art No. 4 
u=g(,w) = 0 [ u =t 
IN» entweder als die Transformation von der Art No. 3 , , be- 
v = y(t,w) = 0 v=W 


‚ i u= gy(uo) = w” 
trachtet werden. welcher eine Transformation von der No. 2 F\c 


> 4m zu, v) = v” 
E ! = ol, w 
vorausging, oder als die von der Transformation No. 2 »_ Be gefolgte 

ww . 
» ® r ‘ u — e .. ® a) 
Transformation No.3 „ _ „’ : Hätte man z.B, die unter der Form No.4 durch 
4’ 
ee = X 


die Gleichungen F gegebene Verwandtschaft, d.h. eine Aehnlichkeit, ohne 


/ ——— 
ähnliche Lage, so könnte man diese Transformation der primitiven Figur f(z,y)=0 


° . y* 2 . = 0 ” 
in die analoge Figur /(&, n‘) = entweder als eine vom Puncte ih als Ver- 


grösserungs - Centrum ausgehende «a malige Vergrösserung der primitiven betrach- 
ten, welcher eine solche Ortsveränderung der primitiven gefolgt wäre, wobei die- 


jenigen ihrer Puncte, welche vorher die Axen x = 0 und y = bedeckten, jetzt 


auf die Axen& = 0 und „= 0 zu liegen kämen, oder als eine vom Puncte a Pa 
‚= 


ausgehende amalıge Vergrösserung, welcher eine von den Axen c—=0 und y=0 


nach den Axen &=0 und „= hin Statt gefundene Ortsveränderung voraus- 
ging; oder endlich als eine Transformation, bei welcher die primitive z. B. eine 
Stunde brauchte, um sich von den Axen AA’ und YY‘ nach den Axen Z7° und 


r Y‘ hin zu bewegen, und in der nämlichen Stunde eine von einem gewissen, zwi- 


z—=0 E=0 . 
r > 3 > » a Or h) > op - 
schen den Puncten 0 und ee liegenden Puncte ausgehende a malıge 


Vergrösserung erfuhr. 
In dem speciellen Falle unseres Beispiels könnte man, statt die unter der 


i j for i at. Ze 
Form No. 4 gegebene Verwandtschaft a Bm als eine Combination von 2 und 3 
w “ fi — 
oder von 3 und 2 zu betrachten, die gegebene Verwandtschaft unmittelbar als 
p = ap 
eine Form No.2 a „qbetrachten, wenn man nur zu dem neuen Coordinaten-Ur- 
== 0 Rp A s 
0 den sogenannten Sıluationspunct der gegebenen Transformation 


sprunge : 


F=uar „ a r a 
°, _ ,„ hähme. Jede von einem gewissen Puncte ausgehende Vergrösserung 


n = 4 





Fa, 


we. 





” 


ws 
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hat nämlich die Eigenschaft, dass, wenn ihr eine gewisse Bewegung der Figur 

vorausgegangen oder gefolgt ist, oder gleichzeitig mit ihr Statt gefunden hat, die 

beiden Transformationen durch eine einzige, von den jedesmaligen Situationspunc- 

ten der doppelten Transformationen ausgehende amalige Vergrösserung ohne 

hinzukommende Bewegung ersetzt werden können, Stellt man sich nämlich die 
X = ox 


durch die Gleichungen , auscedrückte Vergrösserung D als der Bewe- 
oO y — ay o oO 


’ 
r = c+u » . 
gung FE, oder, , Er vorausgehend vor, so kann die resultirende Transforma- 
/ 
x 


tion DE oder 


ax ra 


y = cey+b als 


a a ( a ) 
x — al — ——— 
1l— « 1a, 


Se Er =a(y— =) 








d.h. als eine vom Puncte 


ausgehende Vergrösserung betrachtet werden, während die doppelte Transfor- 


ze = a (2 + a) 


mation ED, oder ER durch die vom Puncte 


ac 
x = 70 


1—c 
ba 
ie 
ausgehende amalıge Vergrösserung ersetzt werden kann. Und die aus der gleich- 
zeitigen Wirkung beider Ursachen resultirende doppelte Transformation D+ E 
kann man sich aus n, z.B. aus 60 kleineren Transformationen zusammengesetzt 
vorstellen, so als wenn z. B. während der ersten Minute die Figur die Vergrös- 


serung 


n 


x m (Va) xx 


y= (Ya) xy 


während der folgenden die Bewegung 


? mi 
X =ı+, 

„4 se 
Yy =y -) 
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während der dritten Minute die Vergrösserung 
i a R a 
(z +.) m (] &) x (« + -) 
b b 
(+,)=Vx(r+,) 


u.s.\w, erführe. Man erhält alsdann leicht, bei der Annahme n = &, die Coor- 
dinaten des Centrums. von welchem die die Vergrösserung mit Bewegung ersez- 
zende Vergrösserung ausgeht. Im allgemeinen aber wird die aus der Combina- 
tion zweier Transformationen Dund £ resultirende doppelte Transformation DE, 
oder ED, oder D—+ E, nicht durch eine einzige einfache Transformation von 
ähnlicher Art ersetzt werden können, so dass es doch am Ende besser ist, sich 
nicht auf die Fälle 2 und 3 zu beschränken, sondern den allgemeinen Fall 4 zu 
untersuchen. 

Wird die zwischen zwei in zwei Ebenen liegenden Figuren Statt findende 


f(u,v,t,w) = 0 i 
Fr on als die Aenc 0 2. a 
F(u,,t,w) = 0 € ] lerungen andeutend betrachtet, we 


che die vier Coordinaten z, e, 2‘, w‘ des veränderlichen Elements des Coordinaten- 


Verwandtschaft 


systems zu, 6, 2‘, w‘ erfahren, so lässt sich diese Verwandtschaft einerseits mit den 
Flächen, andererseits mit den Curcen doppelter Krümmung vergleichen. Bei 
der Untersuchung der Eigenschaften einer solchen Verwandtschaft treten also zu 
den bei der Discussion der Curcen doppelter Krümmung eintretenden Schwie- 
rigkeiten noch diejenigen hinzu, welche bei der Theorie der Flächen vorkom- 
men; so wie ferner noch einige den Verwandtschaften eigene Schwierigkeiten, 
so dass die Häufung dieser dreifachen Schwierigkeiten die Theorie der Ver- 
wandischaften zu einem der complicirtesten Theile der analytischen Geometrie 
macht 


\ıit den Flächen stimmen die Verwandtschaften darin überein, dass jede 


u 9 j „Sf (u, v,t',w) Ir 
Fläche f(x, , &) = 0 und jede Verwandtschaft Fuv,t,w) = 0 eine zwiefach 


ausgebreitete Elementar-Reihe, d. h. gleichsam eine Anzahl von &” Elementen 
ausdrückt, so dass jedes Element einer Fläche oder einer Verwandischaft nicht 2, 
sondern unendlich viele Nachbar-Elemente hat. Da nämlich das Element des 
Systems z, 6,2‘, a‘, wie oben bemerkt, eine Combination eines Elements des Sy- 
stems we mit einem Element des Systems 7’ darstellt, so erhält man alle mög- 
lichen Elemente des Systems uel‘w‘, wenn man jeden der & vielen, von — & 


bis +0 sich erstreckenden, der Coordinate u zu gebenden Werthe mit jedem 


der & vielen, der Coordinatee zu gebenden Werthe combinirt, und alsdann jedes 
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dieser 2° Elemente des Systems ze mit jedem der &* Elemente des Systems 2’ 
zusammen sich vorstellt. Es hat daher das System zet’w &* Elemente, welche 
n n% 4 um 
aber durch die Verwandtschaft pin. y, . ve . auf &* reducirt werden; gerade 
so, wie die Bedingung des Liegens auf der Fläche /(&,y,:) = 0 die &° Elemente 
oder Puncte des Systems vyz auf #° reducirt. 
Mit den Cursen doppelter Krümmung dagegen stimmt die Verwandt- 


(u, v,t,w) = 0 
« = e. z SS \ ae 1‘ r . > . r 7 »y* 
Fu, v,t, u) = 0 darın überein, dass beide zu ihrer Bestimmung zweicı 


I(a,y,2) = 0 
F\z,y,2) = 0 


schaft 


Gleichungen bedürfen; woraus folgt, dass (so wie der Ausdruck ' 


keinesweges die Curve doppelter Krümmung selbst, sondern vielmehr das System 
der beiden, die Curve mittels ihres Durchschnitts darstellenden Flächen /(x,y,2)—=0 
und (x, y, 2) = bedeutet) auch der gewöhnliche Ausdruck einer Verwandt- 


schaft hrsg ll | allzu bestimmt ıst, als dass er nur dies 
Fu, v,t' w') = 0 !m allgemeinen alızu bestimmt ıst, als dass er zur diese 


Verwandtschaft ausdrücken sollte, und daher eigentlich eine gewisse Art aus- 
drückt, in welcher man sich selbige aus den unbestimmteren Verwandtschaften 
Cu, 0,1, ®') und F(u, e,t', @) = 0 zusammengesetzt vorstellt. Die Gerade 
2. B., in welcher die beiden Ebenen Ax+By+C:+1=0 und Dr+Ey+I7+1=0 
einander durchschneiden, ist zugleich der Durchschnitt jedes andern Paares von 
Ebenen, die die Gerade durchstreichen, und wird also nicht durch den, 6 Con- 


Ax+By+C:+1=V0 
stanten enthaltenden Ausdruck De+Eg + Fs+1=0 angedeutet, indem schon 


4 Bedingungen zur Bestimmung der Lage einer Geraden im Raume hinreichen, 


sondern erst durch die Gleichungen 


(dJae+By+Cz:+D)+cDa+Ey+Ff:+)=V0, 
(A@x+By+C:+1)+c(Da+Ey+F:+l)=0; 


wo durch das Hinzutreten zweier unbestimmter Grössen ec und c‘, die 6 Con- 


stanten auf 4 reducirt sind. So auch enthält die durch die Bedingungen 
Au+Bec+C!'’+-Do+1=0 und Eu+Fr+GV!+- Hw+-1=0 


dargestellte allgemeine Verwandtschaft ersten Grades, welche bei der Annahme, 
dass ve und /’a* gewöhnliche Parallelcoordinaten sind, die Verwandtschaft der 
Affinität ausdrückt, nicht 8, sondern nur 8—2=6, in den Ausdrücken 


A+cE . B+ cF ,C+cG,,D +cH BEE | 
en DR art! r+ mi v"—+-1l= un 
Crelle’s Journal f. d. M, Bd. XL. Heft 3. 34 











258 Il. Swellengrebel, über die geometrischen Verwandtschaften. 


A+cE B+cF C+cG@G D+cH 


T7Tur —— po+ + — v1 = 0 


cC+I1 d+i ‘+1 
enthaltene Constanten. 
Mit den Cureen doppelter Krümmung stimmen ferner die Verwandt- 


schaften auch in der Hinsicht überein, dass, so wie man aus den Gleichungen 


I,y9)=0. j' 2 ’ 
4 >: _ og Jede der 3 Coordinaten eliminiren und sich alsdann jedes Paares 


der 3 auf diese Weise gefundenen Projections-Ausdrücke A'(a@,y)=0, 1(&,2)=0, 


p(y,2)=0 statt der gegebenen zwei Gleichungen zum Ausdruck der Curve be- 


' | SWwv,t,w)=0 . i 
dienen darf, so auch der gegebene Ausdruck Fuod,0)=0 einer Verwandtschaft 


durch 2 willkührliche der 4 durch Elimination einer Coordinate aus ihm erhalte- 
nen Ausdrücke 
blu, 0,2) =0 F(ue,o0)=0 p(e,t',w) = 0 xCu, vo) =0V 

ersetzt werden darf. Es ist aber im Systeme xyz keine der 3 Coordinaten x oder 
% oder z mit der einen Coordinate inniger als mit der andern verbunden ; weshalb 
denn, so lange man keine speciellen Curven betrachtet, im Allgemeinen kein Grund 
vorhanden ist, des einen oder des andern der 3 Paare Projectionen eher als 
eines der beiden andern Paare sich zu bedienen. Im Systeme u, po, 2’, w‘, dagegen 
sind die vier Coordinaten je zwei und zwei zu einer nämlichen Figur gehörig, 
weshalb man ım Aligemeinen, zwar nicht einfachere, aber doch zur Untersuchung 


geeignetere Formen einer Verwandtschaft erhält, wenn man sich des ersten und 


! = w'(u, v) 
des zweiten Paares, d. h. _ Pu, )’ oder des dritten und des vierten, d. h. 
ac b) 


v = pt, w) ap v(u, v, t) =( d Ww (u, ®, ) = 0 


F(u,v,w) = 0 Fuwv,wW)=0 A 
o(0,1,0) 0 oder y(t,w) = o Zum Ausdrucke der gegebenen Ver- 


wandtschaft bedienen wollte. Es können jedoch Fälle vorkommen, wie z. B. bei 


[4 


oder 


der Verwandtschaft 


8 


= sin(ax) -+ cos(by) 


x = sin(ex) + cos(dy‘), 
re dieses als 
(u, t, w') 0 


den zur Untersuchung der Verwandtschaft geeigneteren ihrer 6 Projections-Aus- 


wo die Einfachheit eines gewissen Gleichungen - Paares 


drücke bezeichnet. 
Ein Gegenstand, dessen Erforschung bei der Untersuchung der Eigen- 


schaften der Curven und Flächen vorkommt, ist die Bestimmung der Anzahl und 





7 
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der Art der Durchschnittspuncte oder Durchschnittscurcen, in welchen zwei 
Curven oder zwei Flächen einander schneiden. So ist es zur Ergründung der 
Natur zweier Verwandtschaften 
plu,e,t,a‘)—=0 Tr ab(u, e, 1, ©) = 0 
z(u,0,1,w)=V F(u, 0, t', 0) =0 
sehr geeignet, zu untersuchen, welche ıhre Durchschnitts- Elemente, d.h. welche 
die den beider: Verwandtschaften gemeinschaftlichen Elemente des Systems zei’ 
sind, d.h. welche Elemente des Systems ze mit ihnen analogen Elementen des 
Systems t'w’, sowohl der einen als der andern Verwandtschaft nach correspondi- 


ren. Solche Elemente des Systems ze 2’ müssen den vier Bedingungen 

y(uwe,t,@)=0 „we, to )=0 dawet,o@)=0 Fu, et, o)—= 0 
zugleich genügen; durch welche 4 Gleichungen die 4 Coordinaten 1, 0,2,‘ dieser 
gemeinschaftlichen Elemente völlig bestimmt werden. Ihre Coordinaten z und © 


z. B. ergeben sich, wenn man aus den gegebenen vier Gleichungen 7’ und »‘ ent- 
wickelt und aus den gefundenen 4 Gleichungen 


!=yl(uo) W"=ylu,) !=W(ue w= F'u, ve) 


!‘ und «‘ eliminirt, nemlich durch die zwei Gleichungen 


p (u, )—nb/(ue)=0 ‚(we)— Flue)=V0 
Um Dies durch ein Beispiel zu erläutern, seien die beiden Verwandischaf- 
‘ u x = ar !=0£ i 
ten respective durch die Gleichungen ey und che gegeben. Soll nun 


das Punctenpaar » und / (Fig. 9) das den beiden Vergrösserungen gemeinschaft- 


liche Element sein, so muss die Bewegung p/, welche der Punct » der primitiven 
14 


, @=ar s 
Figur durch die Transformation , _ _,, d.h. durch eine vom Vergrösserungs- 
y=ay ° 
Centrum A ausgehende amalıge Vergrösserung erfährt, mit der ihm durch die 


er BE 
r .. > us > >; . hd ® .. 
Vergrösserung se ertheilten Bewegung p% identisch sein, d.h. es müssen 


die Puncte k und / auf einander fallen, was bei der Lage der Figur keineswegs 
Statt findet, indem dazu nöthig ıst, dass die beiden Bewegungen p/ und pk, d.h. 
die beiden Radii- vectores Ap und Bp, mit einander parallel laufen, also dass 
die Puncte p und / in gewissen Puncten der Geraden «a A Bd liegen. 


Die den beiden Verwandtschaften 
p(u, e,t',w) = 0 ab(u, 6, 1’, @) = 0 
unc i 
(u: v, ;i w‘) —( IF (u, v, fi w*) —( 
34* 
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gemeinschaftlichen Elemente sind, da sie den vier Bedingungen 
ou ,t,a)=V0 ,uer,t,@a)=0 v(wet,@o)=0 Fflu,e,t,w) = 0 
F\ y Z 9 
und daher auch den 6 aus der Combination dieser 4 Gleichungen entspringenden 
Verwandtschaften 
plu,e,t,o)=0 ylwe,t',#)=0 ywe,t,@)=0 z(uet,w)—=0 
ıWw0t,0)=0 Ju 0, 1,0) = UV 
(wet, )=0 ıdlwe,t,@)=0 Flue,t,@0)=0 F(uo,t‘,0) = 0 
bl, 1,0) =0 Flu,r,t‘,w) = 0 
zugleich genügen müssen, nicht nur für die beiden gegebenen Verwandtschaften 
Oo oO oO 9,0 
p(u,e,t‘,w) = 0 a u) (u, 0,1‘, o') = 0 
In = | 

yv(u,e,t',0) = 0 F(u,e,t',@)=%, 
sondern ım Allgemeinen für jedes der aus der Combination der 6 Verwandtschaf- 
ten zu findenden Verwandtschaftspaare 

pP (u, „ t, w‘) =UV Z (u, v, Re, w‘) =0 

unc x 

Ub (zu, 0,8,03 = 0 F(u, oe, t‘, w‘) == 0 
us. w. Durchschnitts- Elemente. Es sınd überdies die nämlichen Elemente 


auch die der beiden 6 fach unbestimmten Verwandtschaften 
plu, eo, 1,0) + Gz(u 6, t, @) + Carb(u, 6,1%, 0) + C,F(u, eo, t', a) = 0 


f 


plu, 0, 1,0) + 6,2, 0,1, 0) + Gab (u, 0, 8,0) + GFCu, 6, t, a) = 0 
und 


(u, 0,t',0) + C;y(u, 6, Y, a0) + Cab(u, 0,1, @) + C,FKu, e, 1‘, @‘) = UV 
lu, tw) + Coz(u, 0,1, @) + CGrvlu, oe, 1%, 0) + OuFlu,e,t',o) = 0 
gemeinschaftliche Elemente, so dass, wenn die Functionen $, 7, 2b, F die allge- 
meinen Functionen vom gten Grade in Bezug auf alle 4 Veränderlichen u, e,1‘, »‘ 
sind, die Durchschnitts-Elemente der gegebenen beiden Verwandtschaften zu- 


Ä 


leich &° andern Verwandtschaften yten Grades genügen, und daher zugleich 


die Durchschnitts- Elemente &” 


anderer Paare zweier Verwandtschaften ten 
Grades sind. Man nehme zum Beispiel! den Fall an, wo die Functionen g, 7,25, F 
alle vom ersten Grade sind, und wo die Systeme we und 1‘@* homoelementische 
Systeme und zwar gewöbnlicher Parallelcoordinaten bedeuten, so ist das Durch- 


schnitts- Element der beiden Aflınitäten 


Ax+By+Cxv+Dy+l= 0 Kx+ Ly+-Max+ Vy+1l=0 


und 


Ex+Fy+Gx+Hy+1l=V Px+hkhy+Sa +Fy +1=V0 
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oder, wenn man Projections- Ausdrücke benutzen will, der beiden Affinitäten 


‘ 


x =ac+by+tec BR X" =axc+#PytYy 
y=dc+ey+f y=dc+tey+r 

zu betrachten. Nur werden die Coordinaten x und y desjenigen Puncts der pri- 

mitiven Figur, welcher mit seinem analogen Puncte sowohl der einen als der 


andern Aflınität correspondirt, durch die beiden Gleichungen 
(a— u)e+(lb —- My+lc—y)=0 
(d—d)e+(le -e)y+(f—-r)=0 


gegeben, woraus sich 


_ e-»le-9-(f- 7) \(b— 5) 


— d-I)b-—, 9) — (ae) e— :) 





4 


findet, während die drei übrigen Coordinaten y, x‘, y’ des Punctenpaares be- 
kanntlich den nämlichen Nenner, aber andere Zähler er Es sınd aber diese 
beiden Puncte nicht nur das einzige, nach den gegebenen beiden Affınitäten mit 
einander correspondirende Punctenpaar, sondern auch das einzige Punctenpaar 


? 


dessen Puncte sowohl nach der Affinität 
Ax+By+ Cx+Dy+1=0 
Kxc-+ Ly+Ma+ NyY+1l=V, 
als nach der Affınität 
Ex+Fy+Gx&+Hy+1l=V0 
Px+hy+Sv"+Fy+1=0 
mit einander correspondiren. Es sind zugleich diese beiden Puncte das einzige 


6 


Paar Puncte, deren Correspondenz jeder der x” im 6-fach unbestimmten 


Ausdruck 

(A+C,E+G, K+G, P)&+(bB+G,F+GL+ C, R)y+(C+ CG+GM + C,$)x’ 
+(D+GH+-GN+GFy+-1+G+(4+6C)=V0 

(A+G,E+C, K+ GP) a+(B+CG,F+C,L+ C,R)y+(C+ C,6+C,M+C,S) ' 
+(D+CH+-CGN+GPy+1+G,+G+6)=0 

enthaltenen Affinitäten mit jeder der &° durch den nämlichen Ausdruck darge- 

stellten Affınitäten gemeinschaftlich ist. 


Fücksichtlich der Anzahl der zweien Verwandtschaften gemeinschaftlichen 
Elemente ist auf Folgendes zu achten. Eine Curve vom pten Grade 


px Y) —= aa + ber ytcay’H eu +-l= 
begegnet einer Curve vom gten Grade 2b (x,Y) = 0 im Allgemeinen in p X 9 
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Durchschnittspuncten. Lässt man jedoch die 4p(p +3) Coefficienten a, b, c 
ei. ++... der Curve p(xY) = 0 und die 39(9 +3) Coefficienten a, ß, y, etc. +---- 
der Curve ab(x) = 0 continuirlich sich ändern, so werden unter gewisser ge- 
genseitiger Beziehung der Coefficienten a,b,c, etc. --... und a,ß,y, etc. »-... einige 
der X g Durchschnittspuncte, welche vorher endliche Coordinatenwerthe hat- 


ten, jetzt unendlich grosse Werthe bekommen und sich daher vom Coordinaten- 


P z—=0(0 2 : 
Ursprung „ _o unendlich weit entfernen. Da nun aber solche unendlich sich 


entfernenden Puncte ihre Existenz in gewisser Beziehung verlieren, so pflegt man 
auch wohl diese, so wie die imaginären Durchschnittspuncte, nicht mitzuzählen ; 
in welchem Falle xy nicht die Anzahl der Durchschnittspuncte, sondern nur 
das Maximum derselben ausdrückt, welches diese Anzahl niemals überschreiten 


darf. So auch beı zweı Verwandtschaften 


b(ryacy)=OV 
Fayay)=Vd. 


p (xy y') 
„(ey x'y‘) 


Sind die Functionen , z, 2), Frespective vom pten, ten, rten und sten Grade 


und 


in Bezug auf alle vier Coordinaten x,y,x°, y‘, so giebt es im Allgemeinen pXgXrXs 
Punctenpaare, deren Puncte nach beiden Verwandtschaften mit einander cor- 
respondiren. Will man jedoch, nach Analogie der bei den Durchschnittspuneten 
der Curven üblichen Terminologie, nur diejenigen Punctenpaare betrachten, 
deren Coordinaten alle reell sind, d.h. bei denen ein reeller Punct der primitiven 
Figur mit einem reellen Puncte der analogen Figur, sowohl nach der einen als 
nach der andern Verwandtschaft correspondirt, so bekommt man im allgemeinen 
viel weniger als pgrs Punctenpaare. Die Anzahl der gemeinschaftlichen Punc- 
tenpaare vergrössert sich etwas, wenn man nach Magnus Erinnerung (Bd. I, 
S. 415) auch auf die Correspondenz derjenigen Puncte Rücksicht nimmt, von 
welchen ein reeller Punct der primitiven Figur mit einem imaginären der analo- 
gen, oder ein imaginärer Punct der primitiven mit einem reellen Punct der ana- 
logen Figur correspondirt. Nimmt man endlich auch auf diejenige Punctenpaare 


Rücksicht, deren Coordinaten alle vier imaginär sind, d. h. bei denen ein imagi- 


närer Punct der primitiven Figur mit einem imaginären der analogen Figur cor- 
respondirt, so erhält man die vollständige Zahl pgrs der gemeinschaftlich COT- 
respondirenden Punctenpaare beider Verwandtschaften, so lange wenigstens 
keines derselben unendlich grosse Coordinaten - Werthe bekommt. Findet 
Dies Statt, und zwar entweder so, dass alle vier Coordinaten, oder so, dass nur 


einige derselben, z. B. die & und y, unendlich gross werden, die =’und y‘ dagegen 
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endlich bleiben, so erfordert die analytische Consequenz, dass man im ersten 
Falle die unendlich entfernten Puncte der primitiven Figur als mit den unendlich 
entfernten Puncten der analogen Figur einmal oder mehrere Male nach beiden 
Verwandtschaften correspondirend betrachtet;,und im zweiten Falle, dass man 
die unendlich entfernten Puncte der primitiven Figur mit einem oder mehreren, 
vom Coordinaten- Ursprung nicht unendlich entfernten Puncten der analogen 
Figur nach beiden Verwandtschaften correspondirend sich vorstellt. Die gewöhn- 
liche Redensart jedoch nimmt auf diese Correspondenz der im Unendlichen |ie- 
genden Puncte keine Rücksicht, und erkennt daher den beiden Verwandtschaften 
alsdann weniger als pgrs gemeinschaftlich correspondirende Punctenpaare zu. 
Ein Beispiel imaginärer, zweien Verwandtschaften gemeinschaftlicher Ele- 
mente giebt die Collineation. Denn es seien zwei allgemeine Collineationen durch 


die Gleichungen 





‚._ ace+by+ ec ‚._ec+Ay+Yy 
Tde+ey+l u y+l 
‚_ge+hy+j . ‚_te+-dy+k 

— dxe+rey+1 "d dz+.ey+1l 


gegeben, so findet man diejenigen Puncte der primitiven Figur, welche durch die 
erste collineäre Transformation zu den nämlichen Puncten der analogen werden, 
wie durch die zweite Transformation, durch Auflösung der Gleichungen 
ge+hy+j _tTa+öyrk 


und u 


ar+by+e e> ar + Py+y iu Fl 
derey+1l oe +.y+l . 


det+ey+e  Öa+ey+l 


d. h. sie sind die vier Durchschnittspuncte der zweı Kegelschniite 


(ax t+by+)(dac te y Hl) — (de +ey+lV)lax + Py+Yy) =V 

(gaethy+j)(datey+l)— (da+sYy+-D)Cra+9yH-h)—=QV. 
Da nun aber entweder 2 dieser 4 Durchschnittspuncte, oder alle 4 imaginär sein 
können, so ergiebt sich, dass es bei jedem Paare zweier Collineationen immer 
4 Puncte der primitiven Figur giebt, welche nach beiden Collineationen mit den 
nämlichen Puncten analog sind; und zwar entweder so, dass die 8 Puncte alle 
reell, oder so, dass sie alle 8 imaginär sind; oder endlich so, dass es in der pri- 
mitiven 2 reelle und 2 imaginäre Puncte giebt, welche respective mit 2 reellen 
und 2 imaginären Puncten der analogen Figur in zweifacher Hinsicht collineär 
verwandt sind. Diejenige gemeinschaftliche Correspondenz eines Punctenpaares, 
wo ein reeller Punct der einen Figur mit einem imaginären der andern 
nach beiden Arten verwandt wäre, kann in diesem Beispiel nicht vorkom- 
men, weil in der Collineation (wenigstens in der gewöhnlich betrachteten, wo 
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die Coefficienten a, b, c, elc-.-.. alle reell sind) einem reellen Puncte immer ein 
reeller Punct entspricht. 
Specialiren sich die Collineationen zu den Affinitäten 

x" =ax+H+by#ec a =ax+ PYyrY 

yz=gı-Hr hy +j und y _rz FOY-+x, 
so ist das jetzt einzige, gemeinschaftlich correspondirende Punctenpaar immer 
reell, in Bezug auf alle vier Coordinaten; so lange wenigstens, als die Coefficien- 
ten a,b, c alle reell sind. Gleichwohl kann durch das Unendlich - sich- entfernen 
correspondirender Puncte auch bei den Affinitäten die gemeinschaftliche Cor- 
respondenz ihre Existenz gewissermaassen verlieren. Es ist dazu nur die Be- 


dingung 


nöthig, d.h. dass der den vier Coordinaten 


_ Ee-YAR-N- G-MO—M) 


ee: (£ —-T)\b — 2) — (a— o)(h— (F) 





gemeinschaftliche Nenner = 0 sei, und zwar ohne dass diese Bedingung allen 


A! & 0 : en ; 
vier Coordinaten endliche, in der Form 0 ausgedrückte WVerthe gäbe. Specia- 


lisiren z. B. die Aflinitäten sıch zu den Ortsveränderungen 
oc z#+]1 x" #3 
„4 ‘> 4 } 


L ' ‚ 0 
so bekommen alle vier Coordinaten unendlich grosse, durch ö ausgedrückte 


Werthe. 


Es betrachtet nun die gewöhnliche Bedensart die der primitiven Figur ın 
einer von der Richtung der XX‘ von den Winkel arc.tg.2 abweichenden Rich- 


tung gegebene Bewegung niemals, auch nicht bei den unendlich entfernt hiegen- 


De; i 1 4 
den Puncten, als mit einer ın der Richtung arc.1g3 Statt findenden Bewegung 


identisch. Indessen verlangt die analytische Consequenz, dass man alsdann die 
in unendlicher Entfernung Statt findende endliche Bewegung der primitiven Figur 
als eine vom Coordinaten - Ursprung aus unmerkbare, d.h. als eine Nicht-Bewe- 
gung betrachte, welche alsdann mit der von den asymptotischen Zweigen der 


primitiven, bei der zweiten Bewegung erlangten scheinbaren Unveränderlichkeit 


.. . »° 
coıncıdiırt, 
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Stellt man sich nicht zwei, sondern drei verschiedene Verwandtschaften, 


z. B. die drei Affinitäten 


‘ 


X =ax+tby+tec X =acrt+py+y ce —= Ac+by+C 


‘d 


y=se+hy+) y' 


( 


rat9y+r% y=Dax+Ey+F 
vor, so wird es nicht immer ein gewisses Element der primitiven Figur geben, 
welches mit einem gewissen Elemente der analogen Figur nach allen drei Ver- 
wandtschaften zugleich correspondirt. Giebt es aber ein oder mehrere solcher 
Elementenpaare, so müssen deren vier Coordinaten den 6 die drei Verwandt- 
schaften ausdrückenden Gleichungen genügen; so dass solch ein specieller Zu- 
sammenhang der drei Verwandschaften die Erfüllung von 6—4=2 Bedingungen 
erfordert. 

Zur Ergründung der Eigenschaften der Flächen und der Curven doppel- 
ter Krümmung gehört, ausser der Untersuchung der Durchschnittspuncte und 
Durchschnittscurcen zweier Curven oder zweier Flächen, insbesondere auch die 
Betrachtung desjenigen Falles, wo die eine Curve oder Fläche eine der drei 
Coordinaten - Axen oder Coordinaten- Ebenen ist. Entfernen sich in diesem Falle 
die Durchschnittspuncte unendlich weit vom Coordinaten - Ursprunge, so gelangt 
man zu denjenigen speciellen Grenz- Formen der Curve, wo sie einer Coordina- 
ten-Ebene oder einer Coordinaten-Axe parallel ist, d.h. wo sie in eine Curve 
einfacher Krummung oder in eine Gerade übergeht. Wir wollen jetzt die Un- 
tersuchung der analogen speciellen Verwandtschafts- Arten versuchen. 


Jede der beiden Gleichungen einer Verwandtschaft 


ut, )=V0 
F (u, ot, wW)—=0 


enthält im Allgemeinen sowohl die Coordinaten der primitiven, als die der ana- 
logen Figur. Kornmen dagegen in der einen Gleichung nur die Coordinaten einer 
Sur.) =V 

(u, v,t,w') = 0 
je nachdem in der andern Gleichung nur die Coordinaten ‘ und & der andern 
Figur, oder nur die Coordinaten z und e, oder endlich alle vier Coordinaten vor- 


kommen, in folgende drei Arten: 


SQ, +) =V0 /we)=0 /uwo)=0 
Fit,a)=V0 Fu e)=0 F(u, 0,1, o@)=0. 
Crelle's Journal f. d. M. Bd XLIT. Heft 3, 35 


Figur vor, so theilt sich die erhaltene specielle Verwandtschaftsart F 
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Zur Vereinfachung wollen wir den Fall homoelementischer Coordinaten- 
systeme, und zwar paralleler Coordinaten betrachten, da die meisten Schlüsse von 


den speciellen Verwandtschafts- Arten 


o,y)=% Jo,y)=V a,y) = 0 
Fa,y)=0 Fay)=0  Faya.y)=0 


mit geringer Veränderung unmittelbar auf den allgemeinern Fall nicht -homoele- 
mentischer Coordinatensysteme sich übertragen lassen. 


Betrachten wir zuerst die Verwandtschaft 


fa,y)=V0 
Fa,y)=V0. 


2 aus sc 2 & 
\Velche auch die endlichen Werthe « und ? eines beliebigen Punts „ der 


primitiven Figur sein mögen: immer müssen die analogen Coordinaten x und y‘ 
der von « und 2 unabhängigen Bedingung F’(x‘, y‘) = 0 genügen, d. h. immer 
muss der analoge Punct sich auf der Curve F’(x‘, y‘) = 0 befinden. Umgekehrt 
muss Jeder Punct der primitiven Curve, welchen nicht im Unendlichen liegenden 
Punct der analogen Curve er auch zum Correspondenten haben möge, immer auf 
der vom analogen Puncte unabhängigen Curve f(x, y) = sich befinden. Es 


hat also jeder auf der Curve /(a,y) = liegende und vom Coordinaten- Ur- 


144 A . . . 
_ > der primitiven Figur jeden belie- 
=D 


. R . on 
sprung nicht unendlich entfernte Punct 5 


s 


bigen Punct der Curve F(x‘, y') = zum Correspondenten, d.h. die ganze Curve 


(a, y)=%. Jeder dagegen nicht auf der Curve /(a,y) = 0 und nicht im 


Unendlichen liegende Punct is 5 der primitiven Curve hat ın der analogen 


Figur keinen einzigen Punct zum Correspondenten, ausser den im Unendlichen 
liegenden und zugleich auf der Curve FXx‘, y‘) = 0 sich befindenden Puncten, 
d.h. ausser den Spitzen der der Curve F(«“, y‘) = 0 angehörigen asymptotischen 
Zweige. Umgekehrt ist jeder nicht im Unendlichen liegende Punct der analogen 
Figur, wenn er sich zufällig auf der Curve F(«‘, y') = befindet, der Correspon- 
dent der ganzen Curve f(=‘, y) = 0. Wenn er sich dagegen nicht auf 
der Curve F(x, y) = 0 befindet, ist er nur der Correspondent der Spitzen 


der asymptotischen Zweige dieser Curve f(x,y)=0. Ein Beispiel dieser spe- 


ciellen Verwandtschafts - Art ist die aus der allgemeinen Affinität 
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Ar+PBy+Cr+Dy+1l=V0 on HAr+By+D—-DEr+Fy+ l) 
Er +Fy+Ge+Hy+1=0 0 77 DG— HC 
‚_ C(Er+#+Fy+D—-G(Az+by+D 
‚all DG-HO a. 
durch die vier Specialisirungen C = D=E=F=V0 entspringende Verwandt 
schaft 
Axzx+By+1l=0 
Gx + Hy+1=V. 
Für jeden auf der Geraden A@x+ By+1 = 0 nicht liegenden Puncı 
=0 ru B, ‚„HAdae+-BP?P-+]l 
; , der primitiven Figur bekommt man alsdann «= ———, EEE nn u j 
Y nun ? " 
ne | j | i 0 
für jeden Punct dagegen der Geraden Ax + By+1 = 0 erhält man x’ — a 
d. h. in unserm Fall jeden beliebigen der Bedingung G&+ Hy +1 =0 ge- 
nügenden Werth der x’; und eben so bekommen auch die übrigen Coordinaten 
e E . 0 
y' und & und „ entweder den Werth &, oder den unbestimmten Werth ö: 


Zu einer geometrischen Erläuterung dieser Verwandtschafts- Art führt 


. 


[olgende Betrachtung. Man nehme zwei nicht parallele Ebenen und einen aus- 


J 


serhalb derselben liegenden Punct an, verbinde jeden in der einen Ebene liegen- 
den Punct mit dem festen Punct durch eine Gerade, und betrachte alsdann, mit 
Steiner (Systematische Entwickelung etc. $. 254), als den entsprechenden Punct 
des veränderlichen Punctes denjenigen Punct der andern Ebene, in welchem sie 
von der Geraden getroffen wird. Man stelle sich nun den festen Punct als un- 
endlich entfernt, und zwar auf der Spitze des gemeinschaftlichen Durchschnitts 
der beiden Ebenen liegend vor: dann hat jeder in dieser Durchschnitts-Geraden 
liegende Punct der einen oder der anderen Ebene diese ganze Gerade zum Cor- 
respondenten, da solch ein Punet der primitiven Ebene mit dem festen Puncte 
durch eben diese Gerade verbunden wird, die Gerade aber ganz auf der andern 
Ebene liegt und daher mit allen ihren Puncten diese Ebene trifft. Jeder dagegen 
nicht in dieser Durchschnitts-Geraden liegende Punct einer von beiden Ebenen 
wird mit dem festen Puncte durch eine der andern Ebene parallele Gerade ver 
bunden, und hat daher den unendlich entfernten Durchschnittspunct dieser 
Ebene mit der ihr parallelen Geraden zum Correspondenzpunct. Nimmt man 
jetzt die Coordinaten- Axen so auf den Ebenen liegend an, dass die Axe YY’ im 
Durchschnitt beider Ebenen liegt, so hat die Verwandtschaft unseres Beispiels 
35* 
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' z=0 L j Di 
zum analytischen Ausdruck er während sie bei einer andern Lage der Coor- 


Az+By+1=0 


dinaten-Axen Ausdrücke von der Form Gr +Hy+l= 0 bekommt. 


Man betrachte jetzt die andere specielle Verwandtschafts - Art 


,y)=V0 
F(x,y) =V. 


Hier sind die Coordinaten x und y, welche endliche Coordinaten-Werthe oz 


’ 


€ 
„7 
sie auch zu Correspondenten haben mögen, immer den beiden von e und „ un- 


abhäneisen Bedingungen 1; ee unterworfen, d. h. sie sollen immer eines 

En. - ».'D F(x,y) = 0 BEER ' j 
ZaE e.J)=0 . ö 

der durch Auflösung der Gleichungen Fa,y) = 0 sich ergebenden Werthen- 


=. x a DE IE f ’ ; 
Paare _; _ 2 etc. sein; die Coordinaten x’ und y‘ dagegen kommen 


ı = P „= 


ın der Verwandtschaft nicht vor, und bleiben daher, so lange wenigstens & und y 
. . : v= U j 
eines jener Werthen - Paare ya ee darstellen, ganz unbestimmt. Es cor- 


respondirt folglich jeder nicht im Unendlichen liegende Punct der primitiven Fi- 
. . . . v=60 j 
gur, wenn er einer von jenen Durchschnittspuncten yg ee der beiden Cur- 


\ 


ven 9, y)=0 und F(x, y) = ist, mit der ganzen analogen Figur; dage- 


. x = 4 . [ . . . 
gen, wenn es kein anderer Punct .. R ist, mit keinem einzigen Puncte der ana- 


logen Fıgur, oder wenigstens mit keinem ausser den unendlich entfernten. Jeder 
nicht im Unendlichen hiegende Punct, oder sogar jede Curve der analogen Figur, 

° ° . . . v = (d x = « 
hat, wo sie auch liegen möge, immer die nämlichen Puncte m ah 
etc, zu CGorrespondenten. Ein Beispiel gibt die aus zwei allgemeinen Affinitäten 


durch die Specialisirungen C=D=G=H=0 entstehende Verwandtschaft 
Ax+by+1l=0 
Ex+ Fy +-1=)60. 
Der Ausdruck 
Mn H(Ax+ BPy+D—-D(Er+Fy+ I) 


N DG-HC 








reducirt sich durch die Specialisirung zwar für jeden Werth der x und y auf die 


= 
a) 


# 


scheinbar unbestimmte Form 5, bleibt jedoch nur für denjenigen W erth, 


n 


s 


welcher die Ausdrücke Aa+Pß+1 und eu-+Fß+1 zugleich annullırt, 
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as 


. ° [3 [3 . .. . - x an . 
wirklich unbestimmt, und reducirt sich für jedes andere Paar Werthe r auf 


—_— 
Basns 


auf die bestimmte Form &. Eine geometrische Erläuterung ergiebt sich, wenn 
man, wie oben, zwei Ebenen &y und xy‘ und einen festen Punct betrachtet 
und die beiden Ebenen einander parallel und den festen Punct im Puncte 





—(Fy+1) 
Ba 
—(Fy+1) 
yaTrı““ 


der Ebene liegend sich vorstellt, d.h. wenn man für die zwischen den beiden Figu- 
ren Statt findende Verwandtschaft die Aehnlichkeit mit unendlichem Unterschiede 
der Grösse annimmt, Jede in der Ebene xy‘ gezeichnete Figur wird alsdann mit 
dem festen Puncte durch Gerade verbunden, welche alle die Ebene wy in diesem 
festen Puncte treffen, und hat daher nur diesen einzigen Punct zum Correspon- 
denten: jede dagegen in der Ebene xy gezeichnete Figur hat zu ihrem Cor- 
respondenten die unendlich entfernten Durchschnittspuncte der Ebene x’y’ mit 
den ihr parallelen Geraden, welche die in der Ebene xy liegende Figur mil 
dem festen Puncte verbinden. 


Betrachten wir jetzt die dritie Verwandtschaft 


Soy)=V0 

I(z, y, x, 1m 0. 
Die Coordinaten x und y jedes beliebigen Puncts der primitiven Figur sind hier, 
wıe ın dem Falle No. 1, immer der von der Lage ihrer endlich entfernten analo- 
gen Puncte unabhängigen Bedingung f(x, y) = 0 unterworfen, und müssen sich 
daher auf der Curve f(x, y) = befinden: die Coordinaten a’ und y‘ dagegen 
sind weder, wie in dem Fall No. 2, unbestimmt, noch unterliegen sie, wie in 


dem Fall No, 1, einer von x und y unabhängigen Bedingung. Es correspondirt 


= 


also jeder nicht auf der Curve f(x, y) = 0 liegende Punct , u y der primitiven 


nur mit den im Unendlichen liegenden Puncten der analogen Figur; jeder dage- 


[84 " . 
2 hat eine ganze, gewisse, 


s 


gen auf der Curve «, y) = 0 liegende Punct : 


" = 0, E F ” 
mit der Fortbewegung des Puncts „ — > InForm und Lage sich ändernde Curve 
| N wait 
Fa, ß, x‘, y) =0 zum Correspondenten. Umgekehrt hat jeder Punct ins 
'— f(x, Y) —= 0 


€ m ; 
„abhängigen Punctyz y,,2)=0 


. 2 . A 
einen gewissen von der Lage dieses Punctes y 
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der primitiven Curve zum Correspondenten, und zwar immer einen auf der Curve 
= E 


/(x, y) = 0 sich befindenden Punct. Es hat jedoch dieser Punct y_ 7 seine 


mit dem Puncte der Curve /(ax,y)=0 Statt findende Correspondenz mit allen 


4 ’ [73 
re ve "m; \ 

1) 1) N > ‘fin r 3 i tr rn Ip ne > ” 
denjenigen Puncten ad dar etc. gemein, welche sich mit dem Puncte 
Wem RR tie 5 u 2 . 
auf einer nämlichen Curve von der Art F(a, P, x“, y') = 0 befinden. 


Sa, y) = 0 


d, Y) 2, y) =( sich 


Als Beispiel diene der Fall, wo die Verwandtschaft F( 
Je, Y) = 0 

(z, y, x) = 0 
f(x,y) = 0 Sa,y) = ® va, «) = 0 


zu der Form 7 specialisirt, d.h. wo sie sich auf eine beliebige der 


“ormen .' r ode | ässt. RK 

Formen „2 2) = 0° odeı il 7 ler ER TEN bringen lässt. Es 

ä i ua. , 

lässt alsdann der Punct , die Coordinate „‘ unbestimmt, bestimmt dagegen 
De J) cÄ 


den Werth der x zu F(a, £,x)=0, d.h. zux’=e, und es hat folglich der 


zu . i | ki 
Punct _ _ > die ganze der Coordinaten-Axe rY’ parallele Gerade «= e zum 
/ —— j « 
/ 
| j ’ «=: 
Correspondenten, während umgekehrt nicht nur der Punct ne sondern je- 


[4 


=: . 
der andere, von der Axe rY‘ gleichweit entfernte Punct yo 7 mit dem Puncte 


« 


= . “ . . . er . . 
2 correspondirt. Geometrisch wird Dies erläutert, wenn man sich, wie oben, 


4 / Pr 


zwei Ebenen und einen festen Punct vorstellt, und zwar die beiden Ebenen nicht 
mit einander parallel, den festen Punct aber auf der Ebene x‘y’ liegend, ın einem 
beliebigen, unendlich entfernten Ort, nur nicht auf der Spitze des Durchschnitts 


der beiden Ebenen; d. h. wenn man diejenige Verwandtschaft betrachtet, welche, 


wenn die Coordinaten-Axe A A’ ın den Durchschnitt der beiden Ebenen gelegt 


na y- 
und die Axe Tr nach dem festen Punct gerichtet wird, die Form — „ Zum ana- 


Iytischen Ausdruck hat. Es hat alsdann jeder in dieser Durchschnittsgeraden lie- 
gende Punct der Ebene @y die ganze ihn mit dem festen Punct verbindende und 
auf der Ebene x‘y‘ liegende Gerade zum Correspondenten, während jeder andere 
Punct der Ebene xy mit dem festen Punct durch der Ebene x’y‘ parallele Gerade 


verbunden wird, und daher nur die unendlich entfernten Durchschnittspuncte 


der Ebene ‘y‘ und dieser ihr parallele Geraden zu Correspondenten hat. 
Von der Untersuchung der Eigenschaften einer Curve f(@,y) = besteht, 


wie oben bemerkt, ein wichtiger Theil in der Betrachtung ıhrer Durchschnilts- 
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punete mit einer Gurcexb(&,y)=%V, d. h. in der Aufsuchung derjenigen spe- 
ciellen Puncte der Curve f(x, y) =, welche, ausser dieser, allen Puncten der 
Curve gemeinschaftlichen Bedingung / (x, y) = 0, auch noch der neuen Bedin- 
gung genügen, dass sie auf der Curve ıb(@, y) = 0 liegen sollen. So liegt für 
Wow, t,w) = 0 
FXu,v,t,w) = 0 
Mittel darın, dass man die Verwandtschaft durch Hinzufügung einer oder zwei 
(u, 0%,t,w) = Ü RER u 
Be yecialisirt. eine neue un! 
40,0) = 0 Speaalisırt Wird nur eine neue Bedingung 


die Untersuchung einer gegebenen Verwandtschaft ein wichtiges 


neuer Bedingungen 


U (u, #, 2, ©‘) = V hinzugefügt, so reducirt sich die Anzahl der &*, durch die 
gegebene Verwandtschaft dargestellten Elemente des Systems ız, e, !, @’ auf &', 
d.h. es findet nicht mehr die Correspondenz jedes der &° Elementen des Sy- 
stems ze oder £’w‘ mit einem oder mit mehreren Elementen des andern Systems 
Statt, sondern es reducirt sich alsdann diese Correspondenz auf diejenige gewisser 
&' Elemente des Systems uw und gewisser ©! Elemente des Systems Z‘w‘ mit ein- 
ander. Fügt man z.B. der in homoelementischen Polar-Coordinaten ausgedrück- 
Se,y.r,yg) = 


EHE die Specialisirung ’ — p = OÖ hinzu, so hebt 
, D) ’ 


ten Verwandtschaft 


r,pr,y)=0 


sıch aus allen, nach der Verwandtschaft”, rn _ n mit einander correspon- 
Kr, g9,r,4y) > 0 


direnden Curvenpaaren dasjenige heraus, welches die Eigenschaft hat, dass dıe 


Vereinigungs-Gerade je zweier correspondirenden Puncte durch den Coordina- 
Ser,y,r,g)=0 


For,g,r,g) = 0 die 


ten-Ursprung geht. Fügt man dagegen der Verwandtschaft 


Specialisirung ıb(r, 9) = 0V hinzu, so bleibt die Correspondenz der bestimmten 
Curve ıb(r, 9) = 0 mit der ihr nach der Verwandtschaft 7 » - E - analo- 
gen Curve zu betrachten. 

Werden der gegebenen Verwandtschaft zwei Specialisirungs-Bedingungen 
hinzugefügt, so reducirt sich, (wenigstens wenn die Functionen f, F, x), x alge- 
braisch sind) die Anzahl der 2° durch die Verwandtschaft überhaupt dargestellten 
Elemente des Systems u, e, 1‘, im Allgemeinen auf eine endliche Anzahl Ele- 
mente von 1, 6, 2',w’'; d.h. es werden nur diejenigen speciellen, in endlicher An- 
zahl vorhandenen Elemente des Systems ze und des Systems 2‘ betrachtet, wel- 
che mit einander, ausser nach der gegebenen, auch nach der neuen hinzugefügten 
Verwandtschaft correspondiren. Es ändert sich jedoch die Bedeutung dieser 
Specialirung einigermaassen, wenn die hinzugefügten neuen Bedingungen nicht 


die allgemeine Form 
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ul, e,t,@)=0 
xwet,o)=VQ, 
sondern eine der beiden speciellen Formen 


blu, 6) = 0 ab(u,0) = 0 
oder 
(u, v) = 0 ı(t.@‘) = 0 
haben. Im ersten Fall sınd diejenigen Elemente der analogen Figur zu betrach- 


ten, welche nach der gegebenen Verwandtschaft mit den aus den Bedingungen 


4 
| i > y m 0 a; 
Ul(u,c)=0 und ylw,e)=0 zu entwickelnden Elementen ä #5 PL 
- v=D =D 


I i 
etc. correspondiren ; ım zweiten Fall die mit einander nach der gegebenen Ver- 
f(u,v,t,w) = 0 rend gl . Lund 

ER :orrespondirenden pr iu 
Fuse.t,w) = o Correspondirenden primitiven Elemente der Reihe 


I(u,e) =0 und der analogen Flemente der Reihe x, e)=d0. Fügt man 


wandtschaft ‘ 


„S(a,y,.,y) = 0 
u er Venen RE &n 
z.B. der Verwandtschaft RE die correspondirenden Bedingungen 
= (0 v=-o® 


oder hinzu, so bekommt man respective diejenigen Puncte der 


. ul >. 
analogen Figur, welche mit dem im Coordinaten - Ursprunge befindlichen Punc:t 
der primitiven Figur, oder diejenigen, welche mit den im Unendlichen liegenden 
Puncten der primitiven correspondiren ; welche letzgenannten Puncte der analo- 
gen Figur sich bei vielen Verwandtschaften jeder zu einer ganzen Curve aus- 


breiten; wie z.B. beı der Collineation, wo der einzige Punct sıch zu einer Ge- 


raden, d.h. zu der sogenannten Gegen- Axe ausdehnt, Specialisirt ıman dagegen 


‚Sa,y,2,y) = 0 r=0 
. > Ygp > » a) 7 f ’< Ss } r y 2 , » a > n [03 (er . y O 
die gegebene Verwandtschaf ne durch die Bedingungen ,_ g>»5 
mr Ba y a in Y = B Y = F 
gelangt man durch die für y und y‘ gefundenen Werthe , _ 5 y = 7 Ele. zur 


Kenntniss derjenigen Eigenschaft der gegebenen Verwandtschaft, nach welcher 
es auf der Coordinaten-Axe YY’ keine andern Puncte der primitiven giebt, deren 


entsprechende sich auf der nämlichen Axe YY’ befänden, als gerade die gefun- 


i z=-0 z=dO ! ’ r=0 r=0 
denen Puncte 8 „ etc. denen respective die Puncte , 5 __y 
Y = 2 Y = [? Y == ( Y — ( 


Ser, r,yp) = 0 


ic, ents rrechen. Sp ] 1S1 man die TE ne V S 
etc, ents] pecialı ırt € gegebene Verwandtschaft FRGEAGO RG SER" 

- > r Tr Zn un . . . 20 . 
durch die Bedingungen oe 2 DR bekommt man die im Unendlichen lıegen- 


den, einander entsprechenden Puncte beider Figuren, d. h. man gelangt durch 


die für p und g* gefundenen Werthe zur Kenntniss derjenigen Richtung, welche 
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ein asymptotischer Zweig der primitiven Curve haben soll, damit er nach der 
gegebenen Verwandtschaft mit einem asymptotischen Zweige der analogen cor- 


respondiren könne. 

JS Wuv,t,w)=0 
Fu,v, !w)=0 
ıhr zuzufügenden Specialisirungs- Bedingungen ist wohl eine der einfachsten das 


Unter den zur Untersuchung einer gegebenen Verwandtschaft 


Gleichungs- Paar 
ut!’ =( 


FE —=d). 


Diese Specialisirungen werden insbesondere bei homoelementischen Coordinaten- 
systernen interessant. Fügt man z. B. der gegebenen Verwandtschaft, je nach- 


dem sie unter den Formen 


/& y‚x,y)=V0 In p,r,y)=V0 


3 der \ 
F(&,y,x',y)=V0 man F(r,g, r,y)=V 
begriffen ist, die Specialirungen 
c#+xc=0 + r =0 
F oder 
y+ty — () 949 —() 


hinzu, so bekommt man in beiden Fällen diejenigen correspondirenden Puncte 
der primitiven und der analogen Figur, deren gegenseitige Entfernung vom Coor- 


dinaten - Ursprunge halbirt wird. Wichtiger noch als die Specialisirungen 


urW!=V0 u+ul! =0 u— u! —=0 
e+ı =) c—-e'—=( e+e = 0 
ist diejenige 
u—u. —=V 
tet, 


welche aus den nach der gegebenen Verwandtschaft 7. z L f vo s correspon- 
direnden Elementen beider Figuren diejenigen heraushebt, welche einander ge- 
genseitig bedecken, d. h. welche diejenigen Elemente der primitiven Figur kennen 
lehrt, die bei der Transformation der primitiven in die ihr nach der gegebenen 
Verwandtschaft analoge Figur sich nicht von ihrer Stelle fortbewegen. Sind als- 
dann we und we‘ Systeme gewöhnlicher Paralleleoordinaten, und zwar, weil 
sie homoelementisch sind, mit einerlei Einheits-Länge und mit den nämlichen 
Coordinaten-Axen, oder sind sie Polar-Coordinaten, oder irgend eine andere Art 
homoelementischer Punctencoordinaten, so erhält man durch diese Specialisirung 


die von Magnus und Plücker Situationspuncie benannten Puncte,. In conse- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIIL. Heft 3, 36 
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7] 


quenter Weise wollen wır überhaupt die aus einer zwischen homoelementischen 


[4 


I 


u 


. .. - . . 5 uU ei 
Coordinaten ausgedrückten Verwandtschaft durch die Specialisirung ung ih 


. D . u, ® u ; = 
ergebenden Elemente Sıtuations - Elemente der Verwandtihaft”.‘ Eure di m 
? Fu, v,u,v) = 0 


nennen. 
Die vier, die Siıtuations-Elemente einer Verwandtschaft bestimmenden 


Gleichungen 
f(u, vu, 0)=0 F (u, oe, u’, ec) = 0 u=u ov=v 
lassen sıch, wenn man aus den beiden letzten die Werthe von w’ und e‘ in die 
beiden ersten substituirt, unmittelbar auf die beiden Gleichungen 
u,o,ue\)za(we)=0 und Fi eu e.)=x(u,e)=0 

reduciren, und sind daher auch als die Durchschnittspuncte der Curven '«(&,y)=0 
und z(&,y)=0, oder überhaupt als die den beiden Curven ab(w, e)=0 und 
z(u,c)=0 gemeinschaftlichen Elemente zu betrachten. Da nun aber, wenn 
die Functionen f und F, ın Bezug auf alle vier Coordinaten x, y, x‘, y‘, respec- 
tive algebraische Functionen vom pten und gten Grade sind, auch die Functionen 
Ö und z in Bezug auf die beiden Coordinaten x, % respective den pten und yten 
Grad haben, und daher die Curven vom pten und gten Grade ab(x, y) = 0 und 
7(&,y)=0 einander in px g Puncten durchschneiden, so folgt, dass eine Ver- 
wandtschaft, deren eine Gleichung in Bezug auf alle oder einige Coordinaten vom 
pn Grade, die andere vom gten Grade ist, im Allgemeinen p x q reelle oder 
imaginäre Sıluations- Elemente hat. Die Situationspuncte, z. B. der Verwandt- 


a=] ’ ’ 2 i 
schaft : j wp=g=2ist, sind die Durehschnitte der sich auf zwei Sy- 


r und daher die 2x2 =4 


) = 


Z m 


steme zweier Geraden reducirenden Kegelschnitte yo 


Puncte: 
—] =—] 


+1 y=-—l. 


l 
I 


+1 x +1 x 
y=+l yz— 1 Y 

Es vermindert sich aber, wie oben bemerkt, die Anzahl der eigentlichen 

px 9 Durchschnittspuncte zweier Curven vom pen und gten Grade ıb(x, y) = 0 
und 2(@,y) = () um eine, oder um mehr als eine Einheit, wenn eine oder mehr als 
eine Asymptote der Curverb(a, %) = O mit einer, oder mehr als einer Asymptote 
der Curve z(a,y) = parallel läuft, und daher ein oder mehr als einer von den 


PXg Durchschnittspuncten sıch vom Coordinaten - Ursprung unendlich entfernt 


tr 


und gewissermaassen seine Existenz als Durchschnittspunct verliert. Es haben 
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daher auch diejenigen Verwandtschaften, von deren pX Situationspuncten einer, 
oder mehr als einer, im Unendlichen liegen, meistens weniger als X eigentliche 
Sıtuationspuncte. 

Ein Beispiel giebt die Collineation. Es hat nämlich die Collineation mit 
allen in der allgemeinen Form 
ar rbyrcx"” + dy” Hexyr fer gay hyae Hjyy' + kay +... 

Re De my na’ + p y' +1=0 

Ax®+By?’+Cx”+ Dy”+ Exy+Fxx+Gxy+Hya’+Iyy+ Kay... 


re +Lx+My+N"+-Py+1 = 0 
enthaltenen Verwandtschaften den Besitz von vier reellen oder imaginären Silna- 
tionspuncten gemein. Da jedoch die Coeflicienten fg ----- FG ..... etc. der 
Gleichungen 


Je +gaythya +jyy+#laekmy+na+py+1l= 0 

Fxx' + Gxy’+ Hyx' + Iyy + Lc+ My+ Na’ +Py+1l=V4, 
wenn sie die Collineation darstellen sollen, nicht alle 16 von einander unabhän- 
gig sein mögen, indem durch 8 Bedingungen schon die Collineation ganz be- 
stimmt wird, so sind die beiden, die vier Situationspuncte einer willkührlichen 
Collineation durch ihre vier Durchschnittspuncte darstellenden Kegelschnitte nicht 
zwei willkürliche Kegelschnitte, sondern zwei solche, zwischen welchen eine ge- 
wisse gegenseitige Beziehung Statt findet; und zwar die, dass eine der beiden 
Asymptoten-Richtungen beiden Kegelschnitten gemein ist. Von den vier Durch- 
schnittspuncten beider Kegelschnitte liegt daher immer einer im Unendlichen; 
weshalb denn auch einer der vier Situationspuncte der allgemeinen Collineation 
sich immer in unendlicher Entfernung vom Coordinaten-Ursprunge befindet. Da 
nun aber dieser vierte Situationspunct, während er sich unendlich entfernt, seine 
Existenz gewissermaassen verloren hat, so kann man auch wohl, mit Plücker, 
(System der anslytischen Geometrie $. 56) und mit Seydewitz (Grunert's Archiv 
Bd. 8. S. 25) der Collineation nur drei Situationspuncte zuerkennen. 


Betrachtet man, um die Natur des vierten Situationspuncts genauer zu 


ergründen, die die allgemeine Collineation ausdrückenden Gleichungen 


ar+by+e ‚_get+hy+j 
“ —drerey+l —— 7 —de+rey-+!’ 


so bekommt man für diejenigen Puncte der primitiven Figur, deren entsprechende 


ze = 


die Coordinaten-Werthe _, 


va haben sollen, die sogenannte Gegen - Axe 


36* 
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dz+ey+1=0. Betrachtet man die nämliche Collineation unter der ande- 


ren Form: 
_ (ey —h) @—d- — (ed — b)(y’  . Br 


— (er — .b) (dy—g) — (ey y —h)(dx’— .) 


(dx "—a)(y -)—(dy ti. (« — ec) 
I 7 (er —b)(d (dy — g)— (ey’— h)(dr’—a)’ 





so bekommt man für diejenigen Puncte der analogen Figur, welche den im Un- 
endlichen liegenden Puncten der primitiven Figur entsprechen, die Gleichung 
der andern Gegen -Axe 

(dh— ge) +(ae-IN)y+(bg—ah)=0, 


welche im Allgemeinen der vorigen Gegen-Axe nicht parallel ist. Es hat also 


n 


" nr ° 2 . Mi > 
ir \ 7 > - r 4 Y a) 
derjenige Punct der primitiven Figur, w elcher den Bedingungen „ und 


de-+ey+1 = 0 zugleich genügt, d. h. die Spitze der Gegen - Axe 

de+ey+1=0, die den Bedingungen (dh—ge)x’+lae-LbNy'+(bg-ah)—=V 
=. . PR . . 

und ra zugleich genügende Spitze der andern Gegen-Axe zu ihrem analo- 


m 


gen Puncte; jeder andere dagegen, im Unendlichen liegende Punct der primitiven 
Figur hat irgend einen nicht im Unendlichen liegenden Punct der Geraden 
(dh— ge)a’+ (ae _— bd)y'+ (bg u ah) === 

zum Correspondenten. Es giebt daher bei der Collineation keinen im Unendli- 
chen liegenden Punct der primitiven Figur, dem die den eigentlichen Situations- 
puncien eigene totale Unveränderlichkeit der Lage bei der Transformation der 
primitiven in die analoge Figur zukäme, sondern es giebt alsdann auf der Spitze 
der Geraden de+ey+1=0 einen gewissen Punct der primitiven Figur, 
welcher, wenn gleich er sich nach der Spitze der andern Gegen - Axe forıbewegt, 


doch insofern ein Situationspunct genannt werden kann, als er stets im Unend- 


. . > . . . XL un . .. . . 
lichen sich befindet, d. h, weil seine Coordinaten die nämlichen sind; we- 


[2 


h 2 2 = 
nigstens die durch den nämlichen analytischen Ausdruck dargestellten Werthe ‚_ 


behalten. Fragt man daher, welche die Lage des vierten Situationspuncts der 


allgemeinen Collineation 
_acz+by+te RR ge+hy+j 
Tderey+1 } — de+ey+l 


4 


sei, so geben die analytischen Formeln einander wzdersprechende Antworten. 


Je nachdem man nämlich von dieser Form der Collineation, oder von der die & 
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und y in «° und y‘ ausdrückenden Form der nämlichen Verwandtschaft ausgeht, 


bekommt man für die gesuchte Lage eine unendliche Entfernung vom Coordinaten- 


Ursprunge: entweder in derjenigen Richtung, welche von der Richtung der Coor- 


” mn r = d . . . . 
dinaten- Axe XX’ um den Winkel arc.tg.(— .) abweicht, oder in derjenigen, 


i , u ac e—dh 
welche mit der Richtune der X X‘ den Winkel arc. 3. (© — - ) macht. 
be) oO'’\ae— Id 


Alle Situations- Elemente einer beliebigen Transformation D, welche 
die primitive Figur, je nachdem sie die Figur A, oder die Figur € ıst, entweder 
in C oder in /7 sich verändern lässt, sind zugleich Situations- Elemente der Trans- 
formation 2), wodurch die Figur A ın H übergeht. Es hat aber die neue Ver- 
wandtschaft2D) im Allgemeinen noch andere, der D nicht angehörige Sıtualions- 
Elemente. Denn es sei die Verwandtschaft J) durch die Gleichungen 

u =y(u, ce) 
"= FKu, v) 


. . Rn u=U ‚ um f (u, ©) 
oeben, so wird jedes Werthen-Paar velches "hung % 
geg ‚so wird ] 2 = 5, Welche denGleichungen , _ 7 Se 


genügt, die Gleichungen 
u = ylyp(u, ev), Fu, r)] 
= F[y(u, 6), F (u, e)] 


u 
und daher auch auf y 


’ 
= U 


u= yg(u, tv) 
auf v u F(u, v) 


neuen Gleichungen 


reduciren, d. h. es wird auch den 


u=yl[y(u, c),F(u, c)] 

e= F|p(u, ©), F(u, e)] 
genügen. Diese neuen Gleichungen sind aber, wenn p und F algebraische ra- 
tionale Functionen bezeichnen, im Allgemeinen von höheren Graden, als die vo- 
u= (u, e) 
v = lu, vo) 
Situations- Elemente der Verwandtschaft 2D, als die durch die Gleichungen 


rigen ‚ und geben daher mehrere Werthe von z und e, d.h. mehrere 


u= (u, v) 2 | all i r 
r= Fu, ı) gegebenen der Verwandtschaft D. Es seien z.B. bei der Verwandt- 


schaft D, ausser den Situationspuncten 


/ 
& 


g etc. »+.+-, d.h. ausser den 


N 


a x 
ee | Y 


gar keine Ortsveränderung erleidenden Puncien der primitiven Figur, noch an- 


win 0 


C 


4 
. T Y I . 7 . x 
dere gewisse Puncle „ — 5 yayı ea vorhanden, welche beim Ue- 


. .. . . eo x 
bergange der primitiven ın die analoge Fiıour nach den Oertern , 
j oO y= = ö 
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zT == ni ° . 
yo etc m sich fortbewegen, also eine halbe Umdrehung um den Coor- 


@ 
I 


dinaten -Ursprung machen, so wird die Verwandtschaft 2D sowohl die Puncte 


v=(U& u = Y . . . 
„etc., als die Puncte , __ % etc. zu ihren Sıtuationspuncten haben. Es 
Y = (? Y Ö 


werden also im Allgemeinen die Situations-Elemente der mnfachen und nfachen 


Transformatıonen 


u‘ glp---Yplplu,e), F(u,e)], ITp(u, e), F(u, e)] »++.- )] 
o Fig ----- plp(ue), Flu,e)], F(p(u,e), F(u, e)] ----- )] 


nicht coincidiren. Eine Ausnahme macht jedoch der Fallm+n=0, zB, 


\ 


wenn m=+1l, n=-—J] ist: denn die Situations-Elemente der Verwandtschafi 


fu o,u,v) = 0 


+J) oder "v. . ..1 — n Sind alle mit denen der Verwandtschaft — D oder 
Fu,v,uw.v) = 0 


f (u, v, U, ®) ne 0 . . . 5 P} 
5 m) » "N ’e IGEe j nn x a2 a 
Fdudmt identisch, weil beide durch das nämliche Paar Gleichungen 


f(u,v,u,v) = OÖ 
Dei gefunden werden. 
= v0 er 


Diese Identität der Situations-Elemente zweier entgegengesetzter Trans- 
formationen findet auch dann noch Statt, wenn jede eine aus der Nacheinander- 
Folge zweier Transformationen zusammengesetzte doppelte Transformation ist. 
Lässt man z. B. der Transformation + J), welche eine primitive Figur A in C 
ändert, die die Figur C in @ ändernde Transformation + E folgen, so hat die 
hieraus entstehende, die A in G ändernde doppelte Transformation + D+ E 
die nämlichen Situations-Elemente, wie die entgegengesetzte, die G in A än- 
dernde Transformation — (+ D+E) oder —E— D; und überhaupt coinci- 
diren die Situations-Elemente der vier Transformationen # D=E respective 
mit denen der vier entgegengesetzten Transformationen $ E=£D. Ueberdiess 
sind die nämlichen vier Elementen-Gruppen zwar nicht immer, aber doch bei 
vielen Verwandtschaften, mit den den vier Verwandtschafts-Paaren &#D und $ E 


rermeinschaftlichen Elementen respective identisch. Denn es seien die Transfor- 


je) 


mationen + J) und + E respective durch die Gleichungen 


u' = y(u, ev) u’ = nb(u,e) 
f und : rn 
e == x(u, v) "= F(u,v) 


gegeben, so wird die doppelte Transformation + D+ E, wenn man durch 
| 
durch die Gleichungen 


v und ‚/ die den Functionen xb und F entgegengesetzter Functionen bezeichnet, 


‘ 
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hl), ze] 

"= 1ly(we), z(uwe)] 
ausgedrückt, so dass im Allgemeinen die die Durchschnitts- Elemente der Ver- 
wandtchaften + J) und+ E ausdrückenden Gleichungen 


ab (u, ©) u’ = y(u,e) 
F(u, ev) e" = y(u,v) 


mit den die Situations- Elemente der Verwandtschaft + D— E bezeichnenden 


ı 


Gleichungen 
u = dv[p (u, °) , z(u, e)] 
1 [pa 9. 2(,0)] 


nicht identisch sind, sondern andere Werthe der vund e, d.h. andere Elemente 


C 


geben. Wären z.B. die Verwandtschaften + D und — E zwei allgemeine Col- 


lineationen 
ax +-by+c 


Be de+ey+l und a’= | 


. _gce+hy+j tn Er Or 
- det+ey+|l F örtey+1’ 


ar PyY+Y 


so sind bekanntlich die Verwandtschaften — E und +D-—E zwei neue Colli- 
neationen. Da aber von den vier Sıtuationspuncten einer beliebigen Collineation 
+D-—E der eine immer ein im Unendlichen liegender uneigentlicher Situa- 
tionspunct ist, so sind die Situations-Elemente der Verwandtschaft +D— E 
und die nach den Verwandtschaften + D und + E gemeinschaftlich correspon- 
direnden Elemente in dem Beispiel im Allgemeinen nicht identisch, weil diejeni- 
gen vier Puncte der primitiven Figur, welche durch die collineäre Transformation 
+ D in die nämlichen Puncte der analogen Figur, wie durch die Collineation 
+ E sich ändern, die vier im Allgemeinen nicht im Unendlichen liegenden 
Durchschnittspuncte zweier allgemeiner Kegelschnitte sind. 

Ein Beispiel dagegen von zwei solchen Verwandtschaften + D und + E, 
bei welchen die Situations- Elemente der Verwandtschaft + D— E mit den 
Durchschnitts- Elementen der Verwandtschaften + D und + E coincidiren, ge- 
ben die beiden Verwandtschaften 


/ ’ 2 ie 
x = 4x + x =ex-+ -. 
4 und ” j J) r 

yz=cex+dy y =ga+rhy”. 


Es folgt daraus für die Verwandtschaft — E: 


VE, _ Vey—g® 
we Bf u Tri 
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und daher für die Verwandtschaft + D— E: 





vr. ] h(ax + by) —/(cz + dy) zz y fo)r +(hb— fd)y 


he—fg re he—fg 
y— Ver zEeerD VeemBeee 
_ he—fg ” Fr 


Es werden nun diejenigen Puncte der primitiven Figur, welche nach den Ver- 
wandtschaften + und + E mit den nämlichen Puncten der analogen Figur 


correspondiren, gefunden, wenn man in den Gleichungen 








art+by = er’+fy? 'h(ax + by) —f(ez + dy) 
nen sun ’2 2: dhn = 1} 1 1 
ec t+dy = gr’ +hy he—fg 
Ne a dy)— g(ar + by) 
„.- he—fg 


die Aceente weglässt: also durch die nämlichen zwei Gleichungen, welche auch 
die Situationspuncte der Verwandtschaft + D— E geben. 

Zu den Verwandtschaften + D und + E, bei welchen die nach den 
Verwandischaften # D und = E gemeinschaftlich correspondirenden Elemente 
respective mit den Situations-Elementen der Verwandtschaften & DE und 
daher auch mit den der Verwandtschaften & ED coincidiren, gehören alle 
Verwandtschaften von der Form 

u" = gY(u) l u' = (u) 
PER un ee 


was sogleich erhellet, wenn man in den die Situations-Elemente dr + D— E 


bestimmenden Gleichungen 

u rlpu)] = 1X] 
die entgegengesetzten Functionen (v und, 7 nach der andern Seite hinüberschafft 
und sie daher auf die Form 

(1) =d% (u) Fe) = = (ev) 
bringt, indem aus eben diesen Gleichungen auch die nach den Verwandtschaften 
+ D-+ E in die nämlichen Elemente der analogen sich ändernden Elemente der 
primitiven Figur gefunden werden. 

Folgendes ist ein Beispiel solcher Coincidenz. Es sei die Transformation 

+ D eine von dem Puncte A (Fig. 10), dessen Coordinaten s und s’ sein mö- 
gen, ausgehende emalige Vergrösserung, und es sei daher + D durch die Glei- 


chungen f ‚ 


a—s=e(#—Ss) w x =ex—(e—]))s 
y' —„=e(y-— s‘) ac y=ey-—(— 1)‘ 
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I 


l 
E 


. .. D r .. Mn Tr 
ausgedrückt, während +. eine vom Vergrösserungs- Centrum B oder . : 


ausgehende und durch 

a" = /x—(f-— I)r 

y=fyr—-([-Dr 
ausgedrückte /malige Vergrösserung der primitiven Figur bedeutet. Soll nun p 
derjenige Punct der primitiven Figur sein, welcher mit seinem Analogon das 
Puncten-Paar darstellt, deren gegenseitige Correspondenz den Aehnlichkeiten 
+ D und + E gemein ist: so müssen die dein Puncte p, entweder vom Puncte 
A aus, oder von B aus gegebene Vergrösserungs. Bewegungen p/ und pk iden- 
tisch sein; d. h. es müssen die Puncte / und 4 den nämlichen Punct darstellen. 
Eben so ist eine gegenseitige Bedeckung der Puncte Z und n, oder y und p, oder 


g und n nöthig, wenn der Punct » mit dem analogen Puncte der andern Figur 


+D ir“ _D % 
das dem Verwandtschafts - Paare _E oder LE oder EB gemeinschaftliche 


Element darstellen soll. Soll dagegen der Punct » der Situationspunct der Aehn- 
lichkeit — D— E sein, so muss der im Puncte p liegende Punct der primitiven 
Figur, nachdem er Anfangs die von A ausgehende Verkleinerung — J) erfahren 
und sich nach g fortbewegt hat, nachher aber, wegen der von D ausgehenden 
Verkleinerung — E, von y nach m hinübergegangen ist, einen solchen Punct 
der analogen Figur darstellen, der gleichfalls in » sich befindet; d. h. es müssen 
die Puncte p und m auf einander fallen. Yben so ist, soll der Punct p der Si- 
tuationspunct der Aehnlichkeit —E— D, oder der Aebnlichkeit + FE — D, oder 
der +D-+E etc. sein, dazu die Erfüllung der Bedingung nothwendig, dass der 
Punct p respective mit dem Puncte r, oder g, oder h etc, coincidire. 

Fallen nun aber die Puncte k und /, d.h. die Bewegungen pk und pl, zu- 
sarnmen, so müssen (den Fall, dass der Punct » sich unendlich entfernt, ausge- 
nommen) die Geraden Bpk und Apl einander decken; d. h. beide müssen die 
Gerade «A Bb darstellen; also muss sich der Punct p irgendwo in der Geraden 
aABb befinden. Fallen dagegen die Puncte p und m, d. h. die Bewegungen 
gp und gm zusammen, so müssen die Geraden Agp und Bing im Allgemeinen 
sich auf der Geraden a A Bb vereinigen, mithin muss der Punct g, und daher 
auch wiederum der Punct p, sich auf der Geraden a ABb befinden. Es erhellet 
hieraus, dass alle betrachteten Situationspuncte und gemeinschaftlich correspon- 
direnden Punctenpaare im Allgemeinen auf der Geraden a A Bb sich befinden. 
Und zwar findet man die Lage des ersten jener Puncte, entweder wenn man ihü 


als den primitiven Punct des nach den Verwandtschaften + D und + FE gemein- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIlI. Heft 3. 37 
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schaftlich correspondirenden Punctenpaars betrachtet, d. h. wenn man seine Coor- 


dinaten x und y aus den Gleichungen 


e— (e—NM)s= fa —(f—]1)r und ey—(e—])s’ = fy—(f-Dr 
entwickelt, oder wenn man ihn als den Situationspunct der Verwandtschaft 
+D-—FE oder +E—D betrachtet, d. h. wenn man den Transformationen 
+-D und + E respective die Transformationen — E und — D, nemlich 








Er ’ z+(e—1)s 
=(‘ ‚)@ -(-V)r= a Wenn 
+. 7 und REN 
= , .. er 
"07-0 gott 
hinzufügt und alsdann aus den von ann Accenten befreiten Ausdrücken 
[ex — (e—- Ns] + (f—Dr [fe —(f—-Dr]+(e—NDs 
A ne ne — LE n " ESSEN OSSEIEFENR 
J und | i ’ 
_ ley-(e-DsI+-(f-br _ Ify—(f-Dri+(e— Ds 
.; * Bee e 


der Transformationen + D— E oder + E— D die Werthe der Coordinaten & 
und y ableitet. Auf alle drei Arten bekommt man für den gesuchten Punct 


die Lage 





ee —-NWs+r(l—f) ._ (e-Ns+r(l-f) 
en > ae =, 
Und eben so findet sich, dass die Puncte 

_ fse—1)-+er(l—f) Ss(e-N+er 1—f) 
Lo ef v : e—f 

_ Sse-D+rlf-D _fse—-—N+r(f-D 
Pr fl aa fl 
‚_s(ce-D+re(f-D _s(e-D+er(f-D 
X ef — 1 ’ 4 BEREN, ef—1 


respective die Sitnationspuncte der Verwandischaften 
+(—-D+EH, z(+-D+KE), =(—-D-E), 
d.h. die von jeder von den beiden Verwandtschaften 


—)D +JD 2 —D 
— E — E +E 


in gleicher Weise aflıcırten Puncte der primitiven Figur sind. 


Utrecht im Julı 1850. 
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12. 


Ueber die Factorielle 


m\ _m(m—1)(m— ER (m—k+]1) 
:) u we 0 ARREREERNERR: k °’ 


in welcher die Basis m eine complexe Zahl von 
der Form p+giund i die imaginäre Einheit ist, » 
und g aber reelle Zahlen bezeichnen; desgleichen 
über einige bestimmte Integrale, die mit der- 
selben im Zusammenhang stehen. 


(Von Herrn Prof. Dr. Raabe zu Zürich.) 


(Aus einer Jubelschrift der dortigen naturforschenden Gesellschaft. ) 


1. 


” 
Zufolge der in der Ueberschrift angegebenen Bedeutung der Factorielle 


M\. 
(7) ıst 


(1.) 


Sc 1. Are 





(P+9) “i. YHrdp—lHrgp — 2 +91) RR pP—h+ 1 +q0) 
f 


Vollzieht man das Product rechts vom Gleichheitszeichen, sondert die 
rellen von den imaginären Theilen, stellt dann erstere der Kürze wegen durch P; 
und letztere durch Q; vor, so dass 


. p+gqi YaBe P; + ıt 
(1 .) ( k )= 1:2. 3...% 


ist, wo nunmehr P,und (), reelle Grössen sind, so ıst es die nächste und wesent- 
liche Aufgabe: die Grössen P; und Q; zu finden. 
Zu einer Bestimmungsgleichung dieser Grössen, die von der imaginären 


Einheit frei ist, gelangt man auf folgendem einfachen Wege. 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XLIII. Heft. 4. 35 
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Da man die Gleichung 


(2.) P,+Qi=(p+g)p—l+g)p—2+gi) ... p—k+1l+g) 
hat, so hat man durch die Annahme, z gehe — z über, auch folgende: 
3) P- Oi =(p—g)p—1l-y)p—2— Mi). (p—k+1—gi). 


Multiplicirt man die homologen Theile dieser Gleichungen mit einander, so er- 
giebt sich 
(4) F+&=-PpHPIE- DH PER D+P)--lp—k+ DH); 


welches die angekündigte Gleichung 1st. 
2. 


Zur Bestimmung von P; und Q, können auch Recursionsgleichungen 
aufgestellt werden, die wir, ehe wir zu den directen Bestimmungen dieser 
Grössen übergehen, mittheilen wollen. 

Es besteht für jeden ganzen, nicht negativen Zahlenwerth von % die 
identische Gleichung 


Pin t ni = (PH MÜ)(p—hkrg). 


Verrichtet man hier rechts die angedeutete Multiplication und setzt die reellen 
den reellen und die imaginären den imaginären Theilen gleich, so ergeben sich 


folgende zwei Becursionen: 
(9.) Pu=(p-k)P— 90: » Onh=(p—-M)O+gP:. 
Lässt man in jeder dieser Gleichungen k in +1 übergehen und nimmt 
bei jeder die andere zur Hülfe, so bieten sich folgende Gleichungen dar: 
Par (p—k— Pulp MVP, 
On=(pP— k—1) Qu + ap —k)P— 7 %. 
Verbindet man die erste mit der ersten der vorhergehenden durch Elimination 
von (),, und eben so die zweiten dieser Gleichungen durch Elimination von P,, 


so stellen sich folgende gesonderte Recursionen dar: 


u \Pa-@p-W-V)Pu+(p-k+9)P=0, 
6. { 
0-2 (pP - MH) -V)On+lp- HP) Ar=0. 


Diese zwei Gleichungen werden, wenn für k nach und nach 1, 2,3, -..- k-2 


eselzt wird, P; in derselben Weise durch P, und P,, wie Ok durch Q, und Q, 
5 
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darstellen. Erwägt man aber die gegenseitige Verschiedenheit der letztgenannten 
Grössenpaare, dass nämlich: 

P, mp j P,=rp—D-4, 

0,=g 0, =2py—1 
ist: so zeigt sich die gegenseitige Verschiedenheit der aus den Recursionen in 
(6) zu erwartenden Endbestimmungen für P, und Q,, welche, wenn %k in der 
ganzen Allgemeinheit einer positiven und ganzen Zahl auftritt, schon a priori 
erkannt und auch aus den in der zweitfolgenden Nummer mitzutheilenden End- 


ergebnissen unzweideutig hervorgehen wird. 


3. 


Durch das bekannte Verfahren, eine algebraische, echtgebrochene und 
rationale Function von x in Partialbrüche aufzulösen, kann der Bruch 


a ee 
(Ee+D(Ee+2)(2+ 3)... (z+r)’ 





wo f(x) eine ganze rationale Function von & bezeichnet, deren Grad kleiner als 
r ist und die keinen der Factoren des Nenners enthält, in eine algebraische 
Summe von Brüchen aufgelöset werden, deren Nenner die einzelnen linearen 
Factoren des Nenners des vorgelegten Bruchs sind. Damit befassen wir uns 
in der vorliegenden Nummer, worauf wir in der nächstfolgenden dem in Rede 
stehenden Gegenstande uns zuwenden werden. 


Stellt man die Summe besagter Partialbrüche folgendermassen dar: 





so ist die allgemeine Constante A, zu ermitteln, um dann fürA=1,\=2, 
h=3,... = r die sämmtlichen Constanten A,, As, As, ----- A, zu finden. 
Zur Bestimmung dieser allgemeinen Constante dient nach dem bekannten 


Verfahren die Gleichung: 
I-NM = (AHV) (rH+2).. (AHr—1) (Hr H+1) Hr +2)..(—A+r)A,, 
oder auch: 
-N =-1"1.2.3....- (—1).1.2.3 -.... (r—ı)A,, 
welche mit folgender Gleichung gleichbedeutend ist: 


A a 1. 2. ER (r—]) re 
I[- WM) =) . DE -De.... ' 1.2.3 ..... (—ı)A,, 
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oder auch mit folgender: 


. 1.2.3.4. — | 
[N = pm. 
a 
Bezeichnet man der Kürze wegen das Product 1.2.3.....(r— 1) durch G (r), 


so erhält man: 


A® 


(1) 
GE). CM 


und der im Eingange vorgelegte Bruch stellt sich folgendermassen dar: 


A= 





HERE . . = 
(HN) (ac +2) (CHI)... (aH-r) 


ı (f-)) nf». r-hf(— 
( +( 3 


— 2} r) 
1 /c +2 ey. .—1) Much rl 








= onls+i 


Eine noch allgemeinere Zerlegung geschieht auf folgende Weise. 
Ist p ein neues Functionszeichen, und setzt man 


[e)=y@—p), 
wo p eine beliebige Constante ist, so ergeben sich folgende Gleichungen 


J-DB=y-1-p), -9=-92—-p)- fon) =gy(-r—p). 
Mittels derselben geht die vorhin gefundene Umstellungsgleichung in folgende 
über: 
y(a—p) 
(C++ D)(e+2)(c +3) ..... (£+r) 








„_1Weel-p _r-nPC2-p) ” p(—-r—Pp) 
Ol G@+D er Fr Re) Ta} = . 


Lässt man hier x in&@+p, pinp—1 übergehen, und ersetzt p(x) durch 


I), so erhält man 











f(x) EEE BEN, 
(7) (E+P) (a +p+D(ze+p+2) AN (z+p+r—]) 
B l \,f(-p) r— 1 f-r-) r—] S-r-2) un 1 f-p—-r+1) 
6) u 2 Fa re; pre (1 BE ’ 


welches die angekündigte allgemeinere Zerlegung und die obige für den speciellen 
Fallp =1 giebt. 

Dieses Ergebniss legen wir in der folgenden Nummer bei der directen 
Bestimmung von P; und Q,; zum Grunde. 
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4. 


Erklärt man in dem allgemeinen Ausdruck (7) die durch f(x) bezeichnete 
Function von x einer Constante und zwar der positiven Einheit gleich, so geht 


sie in folgende über: 
1 


(+ B (<+p ei D)e+p+2) .... atp+r—)D 





1 
Gm 
Ersetzt man nun & durch gi, p durch p—k-+1 und r durch k, so erhält man, 


beachtend die Gleichungen (2 und 3 $. 1), folgende Bestimmungsgleichungen 
für P, und Q;: 


r—]1 l ah 1 ) 
+(, <+p+2 u.... (—1) u z+p+r—l)' 














c+p =: aasit 


SE 
P,+Q,i G) 








k—1 k—1 k—1 
An BR ( 1 ) 2) | Die — 
pk+I+gi pkrar+g phk+3rg" a +gqi 


1 1 | 1 2 (7) an 
u Qi Gh) a ar er uni P+ +qi 
Werden diese zwei Gleichungen addirt und subtrahirt, so erhält man in gleicher 
Ordnung folgende zwei Gleichungen: 




















2P 2 \ 1 (7) e- | 
Bi. PER A ne N BZ un BER VE Audi 
P,+%, Gh) (p HDDHF (p 2) ci P+q 

k—]1 

ii _ 2gi 1 2.‘ 2ER * „6 | 

P?+0? Gh) (p—k+1)?+ — phr2)+g — BBERPERTEIPITIeeeTIIeR (—1 ) +4 \- 
Stellt man der wi wegen die drei Gleichungen 
I (p, gK) = ar 7) (v — ND+ 7) ((p — 2) + " Be (p- k+1)+ 7) 


‚ ih p—l kyk—I  Pk+l 
(8.P'P I = Br, una, +(5 2 No 3. Pr Er 


k—1 Bi kıyfk-1 
{bl p, g%k= u Zu loan 1)?+g° “, mer; +? .( l) "Ge + 17 +q? 

auf, so ergiebt sich, beachtend die Gleichung (4) und die Bedeutung von G (X), 
für die angekündigten Bestimmungsgleichungen: 

1234... .(k—1)’ 

‚1; Dr (N; 

),.=(—]1 

en 1.23,4.....(k—1)’ 


P,=(- 1) Ip), 9; 
(9.) 
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welche sämmtlichen Recursionen in ($.2) genügen und die Ausgangs daselbst 


ausgesprochene Behauptung rechtfertigen. 
Mit Zugrundelegung dieser Ergebnisse findet sich nach Gleichung (1'$.1): 


II(p, Zum 


ı k_ı 
a0) (=D Kae... 


Pl), üb(p,g), 


oder auch, beachtend die Gleichungen (4 und ui 





3 


(+ 1) _ du RN FTD N; 
tl 


(11.) hy 
h TR EI 


so dass jede dieser zwei Gleichungen (10 und 11) die im Eingange von ($. 1) 


verlangte Umformung darstellt. 


Die im vorigen Paragraphen eingeführten Functionen von p und g sind 
auch durch bestimmte Integrale darstellbar, und umgekehrt können diese be- 
stimmten Integrale auf besagte Functionen und mithin auf die in Rede stehende 
Factorielle gebracht werden; was wir in dieser und den folgenden Nummern 
zeigen wollen. 

Es ist (S. meine Integral- Rechnung 159'.) 


“.n a a L b 
— (1X .. URN —(ir . 
e bzd = — 9. bx Zn u, 
/ cos TEE f sin dx =. 
0 


0 
Aus diesen, für alle reellen WVerthe von d, so wie für reelle und positive Werthe 


von a geltenden Ausdrücken ergeben sich leicht folgende: 


e ie ( 
ler \_)oos(p—k+kr)a da = (per 


©) 


k—1 p—k+r 
le (RT sinp—k+n)ade= (ka NER 


0 





Wenn hier fürr nach und nach die ganzen Zahlenwerthe A, k—1, k—2, .. 2,1 
gesetzt werden, so gelangt man, beachtend die Gleichungen (8), zu folgenden 








Ausdrücken: 

Ip, = I j' cospx-(" )eos(p-1)®.. ‚-DEG_)eos (p-k+1l)a) da, 
wo 

(pP, 9 = E Yinpe-(i Nsin(p-1)x.. ‚-DE6- 1)sin (p-k+l)x) de; 
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und aus diesen leicht zu den beiden folgenden: 


Up, Mrtiplp, N 


= fer pri 1 (' pi Ne-ei +( = ee (DE, > 5 ek-De| Je, 
0 


(pP, Mr —ip(p q)ı 


= fee | ER de u: re TR 16-1) ar de, 


N) 


aus welchen sıch durch Summation der Grössen innerhalb der Klammern die 


Ausdrücke ’ 
%n 


pP, = / er il—e") de, 
9 


0 


%n 


l e am Mn / .— i ti k_ 
(2, ip >= Jetre"il—e") "de, 
0 
oder auch die Ausdrücke: 


u 


n 
bp, dr tipp = 2 Feet DE ag, 
ar) 


'. 


RN + ppm = / DIE ia) da 


o 


ergeben. 

Sondern wir nun die Fälle, wenn k eine gerade und wenn % eine unge- 
rade Zahl ist, so ergeben sich durch Addition und Subtraction der Ergebnisse, 
falls überdies noch rechterhand der Gleichheitszeichen x durch 2x ersetzt wird, 
folgende vier Bestimmungen: 


(12) p(p, a = (N ze fe one (2p—2k+l)esine®"de, 
0 

(13.) p(p, an = (UV ze [ers (2p —2k)xsina®dx , 
0 

(14.) Ab(p, Ma = (— 1° 2% fe sin2p —2k +1) x sine*" dx, 

. 

(15.) up Mar = (—N u sin(2p — 2k)zsina* dx, 

0 


Wird Dieses in die Gleichungen (10 und 11) eingeführt, so stellt sich, 


wie Eingangs dieser Nummer angekündigt, die Factorielle (77%) durch be- 
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stimmte Integrale ausgedrückt dar, k mag gerade oder ungerade sein. Umgekehrt 
sind auch Integrale, wie die unmittelbar vorhergehenden, durch dergleichen Fac- 
toriellen angebbar; wie sich Dies in der folgenden Nummer zeigen wird. 


6. 


Aus der Gleichung (11 $. 4) ergeben sich, je nachdem die imaginäre Ein- 


heit z positiv oder negativ genommen wird, folgende zwei Bestimmungen: 








(— 1)! 1 1 
ee ee, 
| 2/ r ) Fr 








> k 
(16.) | I ) - 1 1 1 
“ P; 7 use zu) Tape“ ‘ 
ı f a (’ )N 


Je nachdem hier k gerade oder ungerade ist, geben die Gleichungen (12 bis 15 
$. 5) folgende Integral - Ausdrücke: 








fer cos(2 ee 1 1 
. s(-/ { sın? x — 5,..9%H1 Ze “m 
j 2k 
2 . ‘ fr A “a i(—1)* ft 
E ea But p—qan Er } 
& 2k ) ( J% ) 


+ 2% AT ü 0 
e “cos 2p— 2% )® sin X de= a (2k- + 1)2%+2 gi gi ‚pP-+ a h 
R 2k+ ı) 


e 7 sin(2p —2k)xsina*dx = er s + 1 
1 / en: (2k + - 1)2%+ı p-qi pr q 
2k+1 A 





> nn 
[Y 
® 


Ersetzt man 29 durch a, dann ın den beiden ersten Ausdrücken 2p-24t+1 
durch 3 und in den beiden letzten 2» —2% durch Ö, so stellen sich diese Ergeb- 
nisse auch folgendermaassen dar: 


fe 1% 1 
( ) $ € cos ur sın u : ° Irk+l (1 D+k—lai \6-D-+k+! ai 


: . ) X e 
As sin b x sin x” u LE u IE Dx+l +1 


/ e (di 
Gr b-Hi-} "i) ( -D+HL+! ren} 
-o » 


%n i(—1)* 1 
(19.) fe cos b x sin x" k dx BR 


























‚ fi 


b+k—; 13 Fr: h+ Eat: 
2k+1 ak 
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7 gas . l u af 24 ] a — run h " — 1 . l: 
(20.) snow dar — 1242) DH k— ai r ai + ai) 
“0 I 2k +1 ) ( 2k+l \ 


was für alle nicht negativen Werthe von a, für alle reellen Werthe von Ö und 


für alle ganzen und positiven Werthe von % identisch gilt. 


2. 


Man hat ferner (S. m. Int.-R. 164) folgendes Integral: 


%. 
cosbx -- 
ia da =ira,.e °: 


ee, 1l1— ur 


a 8 
oder, wenn a ın E übergeht, folgendes: 


Er 
Jossz. 1. I EN 
dx =. 
3 gt 


A, ar: 


wo a und 5 positive reelle Grössen sind. 


Aus dieser Gleichung lässt sich auch folgende ziehen: 


Ja 
a } 
/ l aD 
) .l >» + . 3 
a? „2 C0OSU X lz = 57 e 


und wenn für a nach und nach a— 1, a—?2, a—3-..-a—k+] gesetz! 
wird und die Ergebnisse nach der Ordnung ıhrer Folge mit 
R—1 


(7 (7 ld iz: 


multiplicirt werden, so giebt die Summe derselben und der eben aufgestellten den 


Ausdruck 
a—k+l 


er a Bu a—1 ul 
Nester De yealnhete 


0 


z k— IN _ia E ) 
Pr A ab Bon > (a—1)b ER k—] a—k-+1)b 
ze a8 \ ( ı J 4 2... ( 1) (, = (a—k+ ' 
Berücksichtigt man die Bedentung der in (S) durch g (?, 9): bezeichneten Func- 
tion von p und g, so ist auch: 


B (a, x), cosbx dx 


.) 


” Ko ET ER "10 ü 
u Sic gr 1, )e+(, )e* m. (—1)- rn) ‚Ch Vas 


oder auch: 
Crelle’s Journal f. d. M, Bd. XLIH. Heft 4. 39 
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I; (a, Jr cosbada = are” (le), 
e 0 
Wird nun die erste der Gleichungen ın (16 $. 6) berücksichtigt, so stellt 
sich folgender Integral-Ausdruck heraus: 


e | 1 
(21.) | (‘ = “ +) cosbx dx = = NK rer( Re ed yk-1 
o | k k 


in welchem z und 5 beliebige positive und reelle Grössen sind. 





\Wendet man auf dieses Ergebniss ein bekanntes Theorem ($. m. Int.-R. 


388) an, so erhält man aus demselben auch folgendes Integral: 


SV (— 1° l Io; 
(22.) |: iz d ., | . b - da vos; 2k \ d— bi, er yet 


' k ) ( k )\ 


0 
wo a nicht negativ sein darf, 6 aber alle reelle Werthe haben kann. 


5. 


Die Differentiation nach Ö der Gleichung in ($.7), welche auf die Ergeb- 


nisse in (21 und 22) führte, giebt auch folgende Gleichung: 
\ 
x 
. 4 I —ıb 
. > 2 I « , > T, 5 . 
I Ey 57 Sind da ER; 
Behandelt man dieselbe wie die analoge in ($. 7), so erhält man: 


REBR .% a 


....» 


3 = z | la sinda de = In.e(A-e)'. 
r jr: Gr +&r \ (a+k+1)?+a?\ sın 9 ‚re (1=e) 


Berücksichtigt man nun die dritte der Gleichungen in (S), so ergiebt sich 


x 
I“ (a, c),sindba de =ir.e "(Le)". 
. 


0 
Zieht man ferner die zweite der Gleichungen ın (16) ın Betracht, so erhält man 


den Integral-Ausdruck 


Ri. 1 ’ iz ur 
21‘) r Fi an sin bo de = (— 1 Tikre 1 EN). 

° ! 
v \ l: b e 


Wird auch auf diese Gleichung ein analoges Theorem, (Int.- R. 389) wie 


auf die in (21 $. 7) angewendet, so erhält man folgenden analogen Integral-Aus- 


druck zu dem in (22) dargestellten: 
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= " .(— l ! 
(22°.) fe 1— ec") "sindade = - 3% » u Mo: 
o (( k ) ( l; )\ 


wo a und 5 dieselben Werthe wie ın (22) haben können. 


9. 


Berücksichtigt man die Ergebnisse in (22 und 22° $. 7 u. 8), so wie die 
Gleichungen (16 $. 6), so erhält man auch folgende zwei Bestimmungen für die 


im Eingange durch p(p, 9); und a(p, 9); vorgestellten Functionen von p und 4 


n 
p(Pp, 9 = fee) cosgedz, 
‘ 0 
(23.) rn 
up, A): zu Vere-19 "sin gadı, 
., 
oder auch, weil innerhalb der Integrationsgrenze 1 — e” beständig negativ und 


oO 


folglich e — 1 beständig positiv ist, folgende: 


| (pP, = (N fere- N" cosyadı, 
23) PR 
U(p, )k = yefere-nn sing@dz. 


“, 


Diese Gleichungen ersetzen ganz diejenigen (12 bis 15 $.5); d.h. sie 
stellen, wie diese, die hier in Rede stehenden Functionen p(p, g); und ay(p, q), 
durch bestimmte Integrale dar. 

Vergleicht man endlich die Gleichungen (10 und 11 $. 4) mit einander, 
so ergiebt sich, mit Zuziehung der ersten Gleichung in (8) eben daselbst, so wie 


der unmittelbar vorausgehenden Gleichungen in (23°), folgender Ausdruck : 


U 


(24.) ( je (e" — 1)*" cos gadı )+ ( I: 7 le — 1) singe dx) 


1? 2? A 
u (p? +YP)(p- 1)? +) (pp 2)? +9) o.... (p—k+ 1)? +9) ' 


wo p keine negatıve reelle Zahl, hingegen jede reelle Zahl sein darf. 


39” 
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1). 


Fundamenta Trigonometriae sphaeroidicae ex- 
acta; imprimis de lineis brevissimis, vulgo dictis 
geodaeticis, in superficie sphaeroidica. 


(Auctore Dr, Chr. Gudermann, math. prof. ord. Monast. Guestph.) 


1. 


De fizuris planis in superficie sphaeroidien. 


Y 


ellipsis plana gyratur circa axem aut minorem, aut majorem, describi- 
tur corpus, quod dieimus Sphaeroidern. Quia vero a Geographis et Astronomis 
docetur, formam terrae optime aequari eae corporis sphaeroidici, rotatione ellıp- 
seos circa axem minorem descripti, in sequentibus supponitur, lineas brevissimas, 


tunc dietas geodaeticas, in eiusmodi corporis superficie esse descriptas. 


Sıt ın (Fig. 1.) linea CP = B semiasıs terrae sphaeroidicae, C ıpsius cen- 
trum, P sit polus (septentrionalis), EFDE’ sit semiaequator, CE=CF=CD 
—= CE = A sint radıı aequatoris. Quadrantes congrui elliptici PE, PF, PD 


erunt meridiani punctorum A, M, D, per quae linea brevissima sive geodaetica 
4, M, D, transeat. 


Excentricitas meridianorum, quae simul est ea corporis sphaeroidici, sıve 


. v(tA—b) , ä N : \ 
ratio - ; —, quae vulgo litera & designatur, in sequentibus functione sin e de- 
sıgnabitur. Si vero sumis 
v(A’— 2°) f 
| 1 = sine, 


Invenis 
B=1.cose. 
Compressio polorum sıve complanatio terrae sphaeroidicae versus polos 


° A u. B 9 
estraio 5; =1-—Y(1-°), quae vero e nostra notatione fit: 


6} 
- 


j = 1— cose = 2sin’. 3 e. 


tv 
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Chorda e polo P ducta si circa hoc punctum ita movetur, ut cum axe PÜ 
constantem faciat angulum e, describit coni recti superficiem, per aequatoris pla- 
num ita transeuntem, ut intersectio sıt cırculus, qui est locus focorum uniuscuius- 
que meridıanı. 

Omnes intersectiones, quarum plana axem contineant, ideoque anzulos 
rectos cum aequatoris plano faciant, esse ellipses congruas, scilicet meridianos, ex 
ipsa corporis definitione sequitur. Si intersectionis planum cum eo aequaloris 
angulos rectos facit, at per centrum non transit, sine opera perspicies, intersectio- 
nem cum superficie corporis hanc esse ellipsin similem et simul parallelam eidenı 
meridiano. Sı intersectiones aequatoris plano parallelae sunt, eae erunt cıireuli, 
qui vulgo dieuntur circuli paralleli, et quorum quilibet continet omnia puncta ea, 
quibus est eadem latitudo geographica. 

Quaenam vero sunt intersecliones planae innumerae reliquae. Huic quaes- 
tioni respondendum est, priusquam disquisitiones aggrediaris, quae curvas non 
planas in superficie sphaeroidica spectent. At leges has frustra quaeris in lıbrıs 
stereometricis, equidem eas non inveni. Sı intersectionis planum per centrum 
corporis transit, et cum aequatoris plano facıt angulum p, intersectio ipsa erit 
ellipsis; cuius si seminaxem maiorem litera @, minorem vero litera 6 designat, erit 


A b 
ha V(l+tang?e- sin’p) — Y(L— sin?e cos?p ’ 


ed oamA, 


et sı huic intersectioni parallela est alıa, cuius ıtaque planum per corporis centrum 
non transit, interseclio hacc erit ellipsis priori similis. 
Excentricitas vero ellipseos, cuius semiaxium longitudines formulis modo 
prolatis indicantur, si est sin $, quia pariter est 
V (a* — 2?) 
en 767 
Invenitur 


19 lange - sing 
re u; qauare 
u. V(l +tang?e-sin?g)>  TUATE 
4) c0sI = Ir — En > 
"Ty(l+tang?e - sin?) ’ 
tang 4 = tange. sin - 
Directiones axıum facillime determinantur. E formulis (1) perspieis semiaxem 
maıorem ıntersectionum omnıum, quarum plana per corporis centrum transeant, 


radio aequatoris esse aequales, quicunque sit angulus , quem planum secans 


lacıat cum aequatoris plano, At semiaxis minor d, quae pro p = 0 aequatoris 
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radıo aequalıs est, minuitur, crescente angulo y, et fit minimad=B, si angulus | 


g et rectus. 

Demonstrationem huius legis simplicis brevitatis causa supprimimus, ei 
ıpsius loco formulas communico , quıbus semiaxes ellipsium exprimantur, quae 
sunt sectiones corporis sphaeroidici rotatione ellipseos circa axem maiorem descripti. 
Sı p Iterum designat angulum, quem intersectionis planum per corporis centrum 


transiens facıt cum aequatorıs plano, formulae sunt 


7 B A c0se A j 

| b=BDB, Ga en u > u 2 

(3.) I y(1 — sin?esin?g) v(i— sin?e sin®ey)  Y(l-+tang?ecos?y)' 
et sin® = sine sinp. 


l,ectoribus, quibus nımis breves sumus, quia studia in his rebus incipere 
volunt, libellum prae multis simplicitate et perspieuitate excellentem commenda- 
mus auctoris reverendissimi mihi amicı, eheu quod semper dolebo, ante plures 
annos defuneti viri praestantissimi: „Anleitung zu Rechnungen der Geodaesie, 
„von Dr. Fried. Th. Poselger, Berlin, bei Dümmler, 1831. (57 Seiten, 
„klein 4.) 
Si ex hoc libro sumis loge® = 7,8089667 , sive loge = 8,9044834 ei 
1 — 2) = 9,9985953, est 
logsıne = 8,9044834 
logcose — 9,9955953 
logtange — 8,9055s81 
log2sin’;e = 8,9061036 


‚838, culus arcus pro radıo = 1 invenitur: 0,0806044. 


ih u 091-1 mu 
er ee 5 Vi) 


Aneulus e non inıuste appellatur excentricıtas sphaeroidıca angularıs. 
Sı ellipseos ceuiuscunque verlicem axıs minoris cum foco linea recta conmiungis, 
semiaxi maiorı haec aequalıs est, etcum axe minore facit excentricitatem angu- 


larem huius curvae. 


2. 


De puneti Inatitudinibus tribus sphaeroidieis. 





SıPF est meridianus puncti M in sphaeroidis superficie positi, qui ıtaque 


per punctum hoc ıpsum transıt, a puncto M demittamus MN = x ın axem PC, 


etsı CN = y est, rectanguli MNCO iatera opposita sunt 
C(O=MN\=ı ee CN=Q0M=y 


lineae coordinatae rectangulares puncti M, coniunctae aequalione nolissima 
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Fundamenta Trigonometriae sphaeroidieae exacta. 


2? y? 
(1.) prp- 2? 
oy b’x 


qua differentiata praebet: —= — —,,, unde lineae normalıs MIO, quae 
A? y ’ 


OL 
axes meridıanı in punctis L et O secet, et cum ipsis angulos 

MLF=L et MOP = 3 v—L 
faciat, aequationem esse hanc concludis : 


Ay,, I y,, 
(2) y -y= 7,8% —ı)= ; As); 


cos?e 
et sımul angulus Z est inclinatio lineae normalis LM versus, sive potius elevatıo 
supra planum aequatoris. Angulus hic a Geographis dicitur latitudo (geogra- 
phica) sıve geodatica puncti M, quia circulus minor radio VM = x a puncto M 
deseriptus cum aequatore ipso intercipit superficiei sphaeroidicae lamellam sıve 
terrae zonam, cuius latitudo determinatur angulo Z, qui ob aequationem (1) com- 
putantur e formula 


A? l 
(3.) tangL = Dr = e 


x cofe x 

Parı ratione angulus ECF planus, sive ipsi aequalıs sphaeroidieus EP F, 
cui totidem gradus et minuta tum prima tum secundasunt ac aequatoris arcui EF', 
diestur /ongitudo punct M, sı PE est meridianus primus; si non est, ille angulus 
sive aequaloris arcus dicitur recte /ongitudinem differentia, seilicet earum longı- 
tudinum, quae ad punctaM et.A pertinent, et quarum inıtium determinatur merı- 
diano prımo. 

Linea normalis LM eo se commendat, quod per punctum determinandum 
M ıpsum transeat at in eo vituperanda, quod per sphaeroidis centrum C non 
transit, sı ZL est inter nes L=V0 et L=!r. 

Quare et alıa linea ın usum vocata est. E centro Ü duae describantur 
sphaerae, vel saltem ıpsarum superficies, quarum prima sphaeroidem tangat ex- 
trinsecus in omnibus aequatoris punctis, altera vero sphaeroidis superficiem intus 
tangat in duobus polis, ita ut sphaeroides tota contineatur inter duas sphaerarum 
superlicies. 

Si nunc applicatam O7 prolongas, ut ea sphaerae maioris superficiem 
secet in a, radius Ca = A sphaerae minoris superficiem perforabit in puncto 
quodam ?, quod cum punctis N et M erit in eadem linea recta. 

Radius ÜPa enim cum aequatoris radio CF faciet angulum quendam 


oO 


«UF=G et ideo cum axe corporis CP angulum «CP=!r—G. Quum 


vero ınde sequatur 
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(4) = AcsoG et y=BsinG = Acose.sinG, 
valores hi revera aequation: (1) satisfaciunt. Angulus G, quem peculiari modo, 
qui in Iibris non invenitur, determinavimus e situ puncti M, est ıdem, quem Astro- 
nomi habita ralione motus puncti M in ellipsı FM P anomalıam excentricam 
apellare consueverunt, quem vero nune Jatiludinem puncti M mediam sive 
excentricam appellemus. Mox videbis esse G<L, at ese G@=L, si aut 
L=V0, auaulh=:r sit. 

Radius Ada, e cuius situ pendet situs puncti M, et quı facıt angulum 
aCF=G cum aequatorıs radio CF, eo commendatur. quod per sphaeroidis 
centrum ( transıt, at vituperandus est, quia per punctum determinandum M non 
transil, exceptis duobus casıbus, sı M est aut in F, aut in polo P. 

Opprobrium vero hoc parum valet, dummodo geomeltricae constructionis 
regulam modo prolatam bene intelligis. Dato enim angulo @, hoc modo persim- 
plicı invenis quovis casu sıtum puncti M: In plano PC F ducas e centro quo- 
dam C radıum Ca, qui hune angulum G faciat cum aequatoris radio CF, et 
sphaerarum superficies e centro € descriptas, vel si mavis, circulos radis A et B 
e centro C ın plano PCF descriptos secet in punctis « et ?. Si e punctis hoc 
modo facıli inventis « et 3 demittis lineas perpendiculares, ex ain CF, et ex 
in axem CP, harum linearum ıintersectio erit punctum e data latitudine media G 
determinandum 4. 

Imo et Iineam normalem ML ipsam cum linea tangente paullum con- 
tinualta construclione invenis. 

Si enim tangentes circulorum ducis, quarum altera cırculum maiorem tan- 
sat in a, et radium prolongatum CF secet in F‘, altera vero circulum minorem 
tangat in /, et axem prolongatam CP secet ın P, linea recta P‘F* ellipsin tanget 
in 7, et erecta in M perpendicularis erit quaesita linea normalis ML, ıta ut hoc 
modo angulus Z inveniatur e data latitudine media G. 

Insuper videbis, adhibıita latitudine puncti M media G, formulas arıthme- 


tıcas fıeri simpliciores et elegantıores. 


Si denique radıum sphaeroidiecum CM = r ın usum vocas, qui cum ae- 
quatoris radio Ü F faciat angulum MCF= L‘, valent formulae 

(3.) c=r.cos’L et y=r.sin’L 
et quarum combinatione oriuntur 

in , 5 Y 

(6.) r=V(®-+-y’) et tang‘L =... 


Quare tres anguli Z, G, ‘L accurate distinguendi appellantur puncti M latitudi- 


nes, quos nunc comparemus. Quia e formulis (4) sequitur formula 








ya ee a 
en N nn, 
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U \ 
„7 eos e .tang (7. 


substituendo obtines 


(7.) tang’L = cose.tang&. 
unde perspicis esse latudinem ‘LG, et 
(5.) tang(r — cos Gr tang L, 


unde perspicis, esse L>G>L, quare non iniuste /atıtudinem G appellavı- 
mus mediam, praeserim cum ex formulis (7 et 8) componatur proportio 
continua 

tang Z, :tang& = tang & : tang‘L 
sive formula 

(9.) tang@ = Y(tangl.. tang‘L). 

(uum Astronomi latitudinem eam L, quam instrumentis in usum et com- 
modum Geographorum metıri possunt, et diligentissime in ipsorum speculis et ın 
itineribus mensi sunt, ideoque /atitudinem veram appellare consuevere, retine- 
bimus hoc nomen, ideoque latitudinem ‘L appellemus aut Zertiam, aut reduetarn, 
quia omnium minima est, 

In finıbus meridiani et A=G = ‘L, et sı e = 0 ponitur, quo Sphaeroi- 


des in Sphaeram abit, pro quovis puncto Mt L=G=‘L. 


3. 
Nexus inter altitudinem veram et mediam, illustratus triangulo ree- 
tanzulari sphaerico. 


Formula in artıculo praeced. eruta tang@ = cose.tangL, quae nexum 
inter latitudinem veram Z et mediam G exprimit, salıs indicat, latitudinem veram 
L habendam esse pro hypotenusa et media pro catheto trıanguli rectangularıs 
sphaerici, qnocum hypotenusa faciat angulum excentrieitati corporis sphaeroidicı 
anguları e aequalem. Sı cathetum alterum litera 9, et angulum ab eo cum hy- 
potenusa factum litera P significas, nexum inter quinque quantitates, quarum 


unica e est constans, omnimodis exprimunlt formulae decem: 


cosL = cos@.cos®, tang) = tanglL.cosP, 
csL = cote .ctP, tang) = tange . sin@, 
(1.) sn9 = sinL. sine, tang @ = tang P. sin, 
sin@ =sinL.snP, cos P = cos @ „sine, 
tang G = tangl.. cos® cose = cos 4 .sinP. 


e quibus perspicis, quomodo quantitates tres L, @, e cohaereant cum duabus novis 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. AXLIIl. Heft. 4. 40 
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+ ct P auxılharıbus tantum, at usu ogravissimo excellentibus, quum adiuvantibus 
ıllıs non solum caleulus in numeris definitis, sed et calculus analyticus Ipse mirum 


in modum simplificetur. 


Nexus inter altitudinem mediam ei tertiam, illustratus triangulo 
reetangulari sphaerico altero, prioris parte. 
Sı e vertice angulı recti in prioris triangulı hypotenusam Z demittis per- 
[ Y L} ” - . 
pendienlarem arcum 7, quocum cathetus @ facıat angulum Q, duo oriuntur 
tnangula rectangula, quae unicum tertium constituunt. (@uare priores formulae 


augendae sunt formulis decem novis: 


cs @=cos H.cos‘L, tang HH = tang@.cos 0, 

cos @ = cot @ .cott, tang A = tange .sin‘L, 

(2) isn‘ b=sin G.sn(, et tang‘L = tang Q. sin A, 
sin H= sin G .sine, cos I = cos 'L.sine , 
\tanel’ = tang(& . cos e, cos e = cos A.sinQ , 


nec non sequentibus 


| cos — (L-‘"L).cosl, sin(L-'L)= sin 9.cos ), 
\ cos 4) —=cotP .tang P, tang(L-"L)= cot O . sin A, 
3.) \tang(L—'L) = tang 9. cosP, tang/7 = tang P.sin(L-'L), 
tang 7] = tang %.sin(, sin — cos(L-"L). sin P, 
\ sin = sind.sinP, cos P = cosH.cos, 


quae pluribus modis eoniunetae cum prioribus suppeditant novas, inter quas me- 


moralı dienissima est 


tang? 4) 
4. (L— L)= tang L 
tang? 4) 
| » 4‘ GE — 4 7 . v2 
sive L= L- arctang tangZ, ) 


cum ipsius ope @ data latitudine vera facıllıme computetur altıtudo tertıa. 


4, 


Signifientio geometrica quantitatum auxiliarium () et P. 


Non ın lectoris incommodum formulas trıginta in artıculo praecedenti pro- 
tnlımus, inter quas revera sunlt tales, quae alıas quantıtates non contıneant quam 


ausiliares ipsas; forınulae saltem haec cos P = cos H.cos Q, sin H= sin9.sin P, 


tang 7 = tangY. sin O et aliae eius sunt generis; sed ne te poenileat, illas perlus- 


r Eh . 
ESTER IR Ze TR 





Be ee 
er oh az 
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trasse; videbis enim quantitates auxılıares has eiusdern esse momenti, cuius reli- 
quae. Quem in finem superliciem sphaeroidicam secabis plano per corporis cen 
trum C transeunte, quod cum aequatorıs plano faciat angulum latitudini mediae 
aequalem. Si non mutata latitudine media puncti M planum secans ita sumis, ut 
simul angulum rectum faciat cum meridianı PM F plano, radius € %«& duorum 
circulorum concentricorum articulı (2) totus continebitur in plano secante, quod 
itaque per punctum M ipsum non transıt. Planı hnius intersectio cum superficie 
sphaeroidica erit ellipsis, cuius axıs maior 2a —= 2A tola continetur in aequatoris 
plano, et angulos rectos faciet cum aequatoris radio CF, quo simul directio se- 
miaxıs ınınoris 5 determinata est, cum contineatur tum in plano secante, tum in 
meridiani plano PCF, ideoque duorum planorum intersechio sit, scilicet in direc- 
tione radıı CPa sit. Quia vero in formula (1) articuli (1) est 9 = @), invenis 
A B 


b= YA+Ing?esin?6) ” VA sin?e co? 6)’ 


quae formulae fıunt 
B 


b=a.0s0 e iI= np 


E formula prima perspicis angulum auzxiliarem % esse angularem exceniricıla- 
tern ellıpseos ın plano secante contentae. 

E formula altera perspicis, angulum auxiliarem J° esse talem, ut functio 
sın PP sıt ratio 2 scilicet inter semiaxem corporis et semiaxem minorem ellip- 


seos ın plano secante descriptae. Sı semiaxem minorem hanc Ö projicis In axem 


corporis, et proiectionem hanc paullisper littera 6 insıgnıs, quia duae axes angu- 


ie 
lum 37 —@ faciunt, ? = beos(t;r — @) sive A = Ösin@ fit; quare est 
b sin@ 
u 

1 


/J 
Br sinda. 
Sı vero formulas nunc erutas colligis, est 


b=a cos), 
B bsnP. 
h sin G ’ 


= BsinlL: 


l 


oO 


unde perspicis. quantitates trianguli primi ın artıculo praeced. omnes praeler e. 
quae a corpore ipso pendeat, In usum venire. 


40* 
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Vis geometriea quantitatum auxiliarum Z7 et @. 

Nune vero corporis superficiem seces plano, quod contineat radıum cor- 
porıs EM ipsum, et per corporis centrum € transiens angulos rectos faciat cum 
meridiano puncti M. 

Si ellipseos in corporis superficie ortae semiaxis minor b‘ et maior a‘ est, 


ıterum erit a’ = a, et quia angulus g nunc= ‘Lest, formulae articuli primi nunc 


praebeni 
a” ina/T ı sıve 
Y(l-+tang?e- sin L) ’ \ - 
b’ = ua‘.cosH, 
el 
B 
ie, 
sın () 


quare excentricilas angularıs ellipseos ortae est angulo 77 aequalıs, et sin ( est 
ralio ;; inter semiaxes minores tum meridiani tum ellipseos novae; radius CM 


ipse est axıs minor, et axıs ellipseos maior in aequatoris plano per centrum € ıta 
transit, ut ab aequatorıs radio CF normalıter intersecetur. | 
Si nunc semiaxıs CM proicitur in corporis axem CP, proiectio est 
sin’L 


y=UCN=bfsin‘L, quareety=bB. nO 7 BsinG; quae formula revera 
. c 
convenit cum altera formula (4 art. 2). 

Eruta igitur est vis geometrica quatuor quantıtatum auxıllarıum 9, P, MA 
et (), quarum nexus tum inter se, tum eum altitudinibus trıbus L’ G, ‘L et ex- 
centricitate corporis anguları e triginta formulis in articulo praecedenti prolatıs 


exprimitur omnimodıs. 
>. 
Linene definitae reetae in meridiani plano duectae, quae sunt fune- 
tiones altitudinis puneti M. 


E formnlis = AcosG et y= Acose.sinG@ conponis primo formu- 
lam, qua exprimatur longitudo radıı sphaeroidii CM = r. (Quia enim 
r=Y(a”’-+y°), est 


r — A.)(cos®’G@ + cos’e.sin’G), sive 
r—= A.y(l— sin’e.sin’G). 


ans f T tang @ sin G u: sin @ 
(ua e formula tang L = cose cosecos g Sequilur sind = V(sin*G+cos?ecos?Q) 
cose » cos@ 


etcsbL = est 


V (sin? @' + cos’ecos’@) ’ 
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we ] sin @ sin @ sin @ » cos ") 
sinL= — or = zen | 
(1.) V(cos’e+sin?esin’G)  cosey(l1+tang?e-sin’G) cos e 
cose c0S@ cos@ i 
cosL = = = c0s@@ cos % 


V (cos?e + sin?esin?G) Y (1 + tang?e - sin’ @) 


et vice versa invenis formulas 


inc cose sinL cose » sinZL 
sın —— ’ -; z = 
j y(i — sin?e sin? L) cosQ) ’ 
cosL cosZ 


COS nen - zu 
y(l — sin? e sin’L) cos) ’ 

quıbus una cum formula tang @ = cose .tang L utendum est, sı formulas, «ae 
altitudinem veram continent, transformare vis in cas, quae altitudinem medıam 


contineant; patet insuper relatio 
(2) V(l— sin’e.sin’z).V(l + tang’e.sin?G) = 1, 


indicans, permutari G et Z, dummodo permutentur cose et —og,; sine et ztange, 


nee non lange cum — sine, posito = Y—1. 
Adhibitis formulis his fiunt 
AcosL 
X” — Y(1-— sin?esin?L) 
Acos?esnL 
._- (1 — sin?e sin? L) 


— Ac0s@G 
(3.) 
— Acose sn@ 


AyI1l— (2sin?e — sin*e)sin?L] 
vl — sin?e sin? L) 


C£(M=[r 


— Ay(l1—sin’e .sin’@). 


Quia lineae normalis aequatio est “—y = tangL(x’— x’), ponendo au! 
y=VÖ, au #"—=0, obtines CL=x—yotrl et CO= y— »tangZL, «quae 
substitutis valorıbus coordinatarum & et y antea inventis fıunt 


Asin?e- cosL 


CL= a — on —= Asin’e.cos@ 
y(i — sin?e sin?L) EEREN 
co Asın?e- sinZ —Asin’e _ C 
= — - en : « sın 
Y(l — sin?esin?Z,) cose 
quibus ın formuliıs signum praelıxum — ındicat, punctum intersectionis () ınfra 


aequatoris planum esse sılum, 


Quadrata harum formularum addendo invenis 


Asin?e 5 ’ ai A sin” e 
LO= y(l— sin?e sin:L) — Asin®ey (1+tang“e.sin’G) = cos 4) 
Qway= ML.sinZ, vice versa est 
A cos?e Icos?: 
IT. _ B a 2,17 u 4 
ML= V(1—sin’esin’L) Acosey (A + tang°e .sin’G) = cos () 








304 13. Fundamenta Trigonometriae sphaeroidicae exacta. 


Qua denıque MO= ML-+LO, erit 


A 
MO= —, ——— en Vf} PER 7, WER... ZU 
dummodo memineris, esse sine sinL = sin et tangesinG = tang 9. 
6. 
De curvatura et rectifieatione meridiani. et de eomplanatione 
zonarum. 


Sı radıum curvalurae meridiani, qui ad ipsius punctum M pertinet, litera 


o INSIgnIre vis, adhıbebimus formulam seneralem hanc 


OyY Or 
0 = DdsinL — 2cosZ 
AsınG 9G a 
Quia vero vo = Acos@, estprimor = sn], DL; wa insuper log tang G 
— log tangZ + consl., est 
0G OL j 
sin@cos@ — sinLcosL’ ideoque 


ez 2 cos@ 
> # E . na Er 
S sinZ cos/L 


sin G cose cos G l 2 f ber; 
Jula ver = e = - est, orıtur formula quo 2 
(Juia vero ur -—. : cosl, 6050 | ıtur I ı quantum hıeri potest 
simplex 
Acos?e 
a r 
(1.) cos’) 
. * . . - A 
Ouum insuper linea normalıs usque ad corporis axem prolongata est WO = u 


valet relatıo 
MO? 
 — ws ° cos & 


- 


[ 


Sı arcus FM=s esse fingitur, et ds = FY(dx®+oy’), et quum 
90 —=—AsnG.0G , dy = Acose.cos@.dG, oritur formula 
os = A.0G.Y(sin?G + cos’e.cos’G) = Acose.9GY(1 + tang?e. sin G?) 


sive adhibıta functione anguları 4): 
Acose:-9@G 


5 
cos 4) 
OS i = 
quıa vero 7 = oL, oritur relatıo 
cos? 4) 
(2. 2G a . 0G. 
COSe 
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qua comparantur variationes altidudinum Z et G eiusdem puncti W ın eodem 
meridiano sıtu varıabılıs. 


Rectificatio ıpsa facıllmlme succedit adhibendo formulam primariam 


95 = AD G.] (sin’G + 008°. cos” G). 


(3.) \ Sumatur modulus k = sine, unde sequitur k‘ = cose, et ponatur 
| G = at — amcu 

quo fit sin G z ecncel, cos@& zZ sneU „, | (sin’G — cose. cos’@) = dncu, 
9G = Adneu.du, ıdeoque ds = A.dne’u.du, sive integrando, 

(4.) s= A(E— eeu), 
dummodo .£& est quadrans ellipticus ad modulum k = sine pertinens. 

Quia tangG = tang({m — ameu) = k'.inu, est nu = tangZ1, sıve 
(3.) L = amu. 


Quia cosY = Y(1— sin’e.sin’Z) = J(1—K?’sn’u) = dnu, est 


l 
(6.) o= am u, :)- 
cose 


A ale 1 
(7.) Quiadneu= 04 7 sinP= cos(;n-P),etP=; -am(K(K-u), z) 


Sı meridianus PCF circa axem CP gyratur, arcu elliptico FM deseribitui 


zona sphaeroidica, cuius area si litera Z insignitur, est 


9Z = 217.r.ds. 


Yu; Acose:-9G Acos?e-OL AcosL 
ula vero öSs = = - - et A i es 
Qui: ” cos 9 cos’) \ cos 4) 
7 5 f2 ö osinL 2 A?cos?e ÖV 
) 4 — AT. cost. ee a E », ._ 5, 
a ’ (1 — sin?e-sin’L)? sine (1 — v?)° 
SI paullisper e = sinesnl. = sin9 sumis. (uia vero 


\( l I a 


1 1 2 1 
- Eu NT = ORG FERE . 
sequitur Ad ri (; nn + i_ 22 . + nr r ideoque 
„. __ mAoos?e\ 9» Ov 29» ) ’ 
92 Fine Ara, r ce 
’ zA’cos®e \]1 1 
Kam. | 


a | 
2sine Io 1+o " 2 Arc 2ang ( o)\ 
r A? cos? e \ ® 


quare est Z= sine }1-»® + Ure Tang )\ . Sı valorem e = sin  substı- 


tuis, obtines denique, adhibita functione longitudinali hyperbolica, 
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&\ a zb? bez ) 9% ) 
u, — sine Kcoso F +9) 
Tota superficies sphaeroidica invenitur sumendo ZL= 37, quo ft 9=e; quare 


ıpsam habes 


2 B?/ sine Ve 
’0 \ YVV — ( %)=2r 12 Ir ee 
35. li  — : £2 -4- — ; + J gr . 
u) sine \cos?e ” en f sine” 


und 
& 


De linen hbrevissima in sphaeroidis superficie. et de ipsius initio 


sumendo aptissimo. 


Linea brevissima in sphaeroidis superficie duo puncta eiusdem super- 
ficiei coniungens dicitur Znea geodaetica, si in terrae spharoidicae super- 
ficie ducitur. Lineam hanc in genere non esse planam, sive in eodem plano 
sitam jam ex eo perspicitur, quod quaevis superficiei sphaeroidicae inter- 
sectio est ellıpsis, et eiusmodı curvae lex diversa est ab ea, quam sequitur Zinea 
geodaetica, quae est curca in terrae superficie ıpsius merıdianos secans 
omnes ıla, ul sınus angulorum, quas cum ıllis facıat ın intersectionum punc- 
tis inverse proportionales sint distantus eorundem punctorum ab axiı terrae. 

Quia circuli paralleli, inter quos aequator ipse referendus est, angulos 
rectos, ideoque constantes faciunt cum quolibet meridiano, et intersectionibus 
eiusdem circuliı paralleli eum meridianis constantes sunt distantiae ab axe terrae. 
sequitur eirculos parallelos esse lineas geodaeticas. Meridianos ipsos pariter esse 
lineas geodaeticas, mox melius perspicielur, si lex curvae distinctius erit expressa, 
Curvae modo nominatae planae inter intersectiones planas superficiei sphaeroidi- 
cae innumeras sunt unicae, quae pro lineis geodaeticis sive brevissimis haberi 
queantl, 

Sıt in Fig. 1. AMD curva quaedam brevissima, meridianum puncti M ın 
hoc puncto secans, et angulum PMA = M, qui lineae sıve directionis MA inde 
a puncto M azimıth dicitur, cum meridiano faciens, quia puncti M distantia ab 
axceCPest MN=x est, puncti M ut in eadem lınea brevissima sit, aequatio 


conditionalis est 


const 
sinM=- „, sive 


x .sin M = const. 


Quare si puncti M locus est alius A aut D, etsi e punctis his demittis perpendi- 


eulares AB =aet DCÜ= Aınaxem ÜP. aequatio conditionalis fıt 
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(1) | (asinM = asind, sive 


!xsinM = Asin D, 
dummodo A est azimuth puncti A, et D est azımuth puncti J), in quo aequator 
secatur a Iinea brevissima AMD. 
Si altitudo puncti A vera est /, media = g, tertia est ‘/, eaedem formulae 
valent pro puncto A, ac formulae (1, 2, 3) articuli (3), dummodo loco lite- 
rarum maiorum sumis minores. Formulas decem primas hoc loco repetimus 


quıa ıpsarum usus eril frequentissimus: 


cos! = cosg . cos’ tang # = lang/.cosp 

cos! = cote .cotp lang % = tange.sing 

(2) (sin® = sin! .sine ei tangg = tangp .sind 

sing = sin! .sinp cosPp = 0088 . sine 

tangg = tang/ .cos € cos? = 005 F.sinp. 
Si aequatione conditionali praecedentt «sn A= AsınD = «sin M 
substituis valores © = Acos@ et pariter « = Acosg, oritur aequatio simplicior 


(3.) cosg.sin A = sin) = c0s@.sinM 
quae naturam lineae brevissimae exprimit ın forma usui magis accomodata. 
Huius aequationis forma etiam ulterius simplificatur, sı supponimus, meridianum 
invariabilem PAE esse eum, qui a linea brevissima normaliter secetur, sive esse 


angulum azımuthalem A = 537. Punctum lineae brecissimae hoc A, cwius 


azımuth est angulus rectus, appelletur hwus curcae ınılium , siee punctum 
ınitiale, et meridianus per hoc punctum transıens appelletur ıpsius zneridianus 
primus, sice meridianus inıtu cureae. Sı vero sn ÄA= 1 sumis in aequatione 
praecedente, invenis cosg = sin), sveg=;7—JD. (Quare angulus, quem 
Iinea breecissima facıt cum aequatorıs plano, aequalıs est altıtudın! me- 
-diae sive excentricitatae puncti curvae ıinitıalıs. 
Ex eadem aequatione sequitur formula generalis et simplex 
(4.) cosg = cos . sin M 
cuius ope e data curvae directione sive angulo azımuthalı M inde a puncto dato 
M computatur altıtudo ınitıı curvae media 2 Eadem aequatio addito factore 
sıne, fıt: 
(3.) cosp = cos P. sin M 
Si G‘ est altitudo media alterius cuiuslibet puncti M’ in eadem curva sili. 


et sı M’ est ipsius azımuth, parıter valet formula cosg = cos G‘.sin M‘, quare est 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 4, 4 
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. Ba 5 
sin M' = cos @’ 


ita ut e data altidudine media cuiuslibet alterius puncti M', ope huus formulae 
computare possis eiusdem puncti angnlum azımuthalem. Quia in genere est 
sinÜ  cos@ _ singı—@) 
sin ° cos@’  sinda—(‘)’ 
et quia in triangulo sphaeroidico MPM' distantiae polares mediae !IT-G et!n-G‘, 
quae loco laterum PM et P'M' sumendae sunt, oppositae sunt angulis M’ et M 
ipsis in eodem triangulo, formula haec similem relationem exprimit, quarn notis- 


sima Irigonometriae sphaericae, sınus laterıum trianguli proportionales esse sinu- 
bus angulorum laterıbus oppositorum, 

Sı angulum M= 0 sumis, ftg=!r et M'=0; quae formulae indı- 
cant, meridianos esse curvas geodaelicas, et polum ipsum esse commune Ipsarum 
ınılıum. 


3. 


Linene sphaeroidieae planae eurvam tangentes. 


Si planum quoddam MLT ita collocas, ut contineat lineam normalem 
YL in (Fig. 1) et cum plano MLF facıat angulum supra dictum M, cum ae- 
qualorıs plano autem angulum quoddam X: planum hoc sphaeroidis superficiem 
secabit, et ellipsis M7’ hoc modo orta cum arcu elliptico MF angulum M faciens 
erit linea curvam MD ın M tangens. E principiis vero trigonometriae sphaerı- 
cae applicatis ad angulum solidum,. cuius vertex est Z, nota est formula 
cos%Y, = cos L.sin M, 
qua ellipsis ıpsa determinatıır. Quia vero cosL = c0s).G, est cosg 
= c059,.cosG.sin M, et quia cosG@.sin M = cosg est, formula abit ın 
(1.) c0sY = 0058.05; 
unde perspicis, angulum 2 esse variabilem, ideoque curvam AMD non esse 
ellipsin, sive curvam planam. Ope formulae modo prolatae angulus 2 construc- 
tione facıli determinatur, qua simul determinatur arcus ellipticus MT’ ıpse in hoc 
plano contentus, qui est lineae geodaeticae linea taugens sphaeroidica, cuius vero 


planum per punctum Z radii aequatorialis CF, ideoque non per sphaeroidis cen- 


trum € transit, Invento angulo MTF = z facile est invenire angulum sub- 
mr sy. ae Saar EN 
taneentem FLT adıumento formulae sn #LT = ang et angulum tangentem 
« ri v 6“ 
tang L 


VL T Ipsum ope formulae lang ML T = co 


sM' 
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g, 
De eurvatura lineae geodaetiene. 


Inter lineas planas, quae per ıdem punetum M in superficie sphaeroidica 
ducı possunt, et quarum plana eandem superficiei sphaeroidicae lineam norma- 
lem MLO contineant, referendae sunt duae, scilicet meridianus sive Ipsius arcus 
MF, cuius igitur azımuth = O est, et alıa ellipsis, circulum minorem per M duc- 
tum aecquatori parallelum tangens, cuius ıtaque azımuth est angulus rectus. 
Radius curvaturae, quae ad Iineam primam pertineat, in articulo (6) inventus esl, 

A 005° e A cos? e 

1.) 9 = y(1—sin®e-sin®L? co? ' 
Linea recta e puncto M ducta, quae circulum parallelum a puncto M deseriptum 
tangit, angulos rectos facit cum lineis in plano PCF e puncto M ductis MN ei 
ML, quare vice versa LM est linea normalis tum habita ratione circuli paralleli 
per M ducti, tum ratione lineae ellipticae sente memoratae, cuius azımuth = ir 
et cuius planum continet normalem MZ, quae ıtaque 6st linea normalis ratione 
superficiei sphaeroidicae. 

Huius ellipseos radium curvaturae 9° certo invenis, dummodo lineam nor- 


malem superdiciei sphaeroidicae prolongas use ad intersectionem () cum sphae- 


roldis axı ’P. Quare radıus curyaturae hic 0 = MO determinatur formula 
A A 
(2 ) 0° — a zZ = - ne 
| . yv(l— sin?esinL) cos’ 


quae comparata cum priore praebet relationem simplicem hanc: 


(3.) omg .sin’P. 


Sy 


E formulis radiorum g et 9° principalium ıinvenis radıum curvaturae A 
euiusvis aliae curvae in superlicie sphaeroidıca per idem punctum ıta ductae, ul 
ıpsius azımuth sıt angulu FMD= FMT= M ope formulae, quae in Stereo- 


ımetria demonstratur: 
I cos? M er sin? M 
R 0 0 
Si eas radiorum g et 9° formulas substituis, quae latitudinem puncti M geogra 
phicam veram Z continent, invenis formulam prius usitatarn 
(4.) R=- ei regen 
Km (1 + tang?ecos? Mcos?L)- y(l — sin’esin?L) ’ 
quae convenit cum inventa ın libello supra laudato, dummodo memineris excen- 


trıcıtatem & esse nostrum sın e. 


41” 
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S; Ihil n Acos’e i A 
N u> c >> J A! ? Ta: Be a \ a ae * € 
ı vero adhıbes lormulas reductas @ cos lc 05 lın usum 
vocas tum curvae aequationem conditionalem cosg = cos@.sın M, tum formulam 
[} y * » 
tang@ = tange.sın G, obtines formulam 
‚Icos? + 
” EEE = 
(9.) I —— cos? . 


Si vero in formuls (4) sumis angulum ‘9 quendam talem, ut sit 
(6.) lang 9° = tange.cos L.cos MV = cot P. cos M, 
ipsam pariter reducis ad simpliciorem 


Acos?’ 
cosQ) 


(7.) ! 


quae comparata cum priore praebet relationem hane: 


wu 


(8.) cosY.cos'9 = cos%, 


cuius veram vim paullo post luculentius perspicies, et quam nunc alıo modo 


derivemus. 
cosL - sinM sin M 


Ouıa cosg£ —= c0sG .siı \ STCOosY = 7, 2 ze MW Su Do 
x 5 1. M, est cosg V(A-sin?e-sin?L)  Y(l+cos?e-tang?L)’ 





" ] cos? M -+cos?e.tano? I, 
ıdeoque sıne — - — _— 
| Oo 1 + cos’e-tang’L, 
On; j (cos®M-+-cos?e-tang”L 
ma vero tane + =tanee.sın ano  ı» —tanoe. | — . ar 
J O: ge.sing, est tang d lang | + cos?e-tang? L, 
tang?ecos’ Lcos? M + sin? esin?L s; 
sıve sın Ja = = er tfauue sumis 
1 + tang?e- cos?L cos’ M ER 
/ 
tang‘Q) = tange.cos Lcos M 
et sın9 == sıne.sın Z 
prior formula mutatur in 
| a a Pe 0 2 us 
9.) / sın$ = Y(sın"'O + cos’’9sin’9) =) (sın? 9 -+ cos’. sın“‘Q) 


et cos # = co0s).cos’(), 


quibus addımus 


; cose 
SIND = —— I « 
/ cos (J)-cos () 


Ope formulae (7) computatio radıı curvaturae Zi, qui ad lineae geodaeti- 
cae punelum M pertineat, certo est facıllıma, quia anguli auxiliares © et ‘O, quo- 
rum usus in sequentibus alıoquin est frequentissimus, e quantitatibus datis ıpsis 


e, L, M ope formularum praecedentium computantur. 
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Si formulam (7) comparas cum formula (2), invenis relationem 
(10.) R= 0'.c0s‘g; 


si vero formulam (5) comparas cum formula (1), invenis relationem multo me- 


morabiıliorern 
2 


an 


(11.) 


quıa p est quantitas tamdın constans, quamdin linea geodaetica manet eadem. 


sin?p ’ 


Formula haec exprimit legem curvaturae ante multos annos a me inventam et ın 
huius diarii volumine XVII promulgatam: Curcaturas lineae geodaeticae in 
qwibuscunque punctis proportionales esse curcaturis meridianorum in üsdem 
punctis. 

Eadem lex certo valet de lineis brevissimis in superficiebus rotatione ellip- 
seos circa axem malorem, sive rotatione alius seclionis conicae circa axem princı- 
palem descriptis, quod demonstrandi hie non est locus, et alıquatenus am demon- 
stratum invenis in huius diarıı volummne XXVl. pag. 159. Fandem vero legem 
deficere ın lIineis brevissimis in superficie coni recti descriptis am ex eo perspicis, 
quod meridiani tune sunt lineae rectae, quibus curvatura nulla est, quod mone- 
mus, quia restriclionem hanc theorematis nostri amphficati nimıs generaliter enun- 
cıatı loco cıtato non ınvenis, 


10. 


De reectifieatione arcıuum lineae gaeodaeticenae. 


Si longitudo geographica puncti cuiusdam M in linea geodaetica AM sitı, 
habita ipsius puncti initialis A longitudine = 0), Jitera p insignitur, angulus EPF 
—= ECF = longitudo ılla erit. Variatione huius anguli p efhicitur, ut punc- 
tum M describat arculum eirculi minoris, qui aequatori parallelus, et cuius lon- 
gitudo=x.9yp est, et arculum alterum, qui est differentiale arcus meridianı 
FM, sive PM, sı a sıgnı praehigendi = diversitate abstrahis, et qui in articulo (6) 


. Acose:9G j Ba ni 
inventuset =" 0 (Juare si arcus curvae brevissimae AM Iitera s ın- 


——, 


sıgnıtur, quadratum OS” INVEenis, Sı quadratum (a Ip)” auges «uadrato ( per 


quia illae quantitates sunt catheti et ds est hypotenusa trianguli rectangularis, 


cuius latera habentur pro Iineis rectis, Quare est 


ui | 
© ‚2 — 2 - 2 - 
(1.) 05° = (2.9) + ( Pan = 
In triangulo modo dicto hypotenusa ds cum catheto vd y facit angulum ur— M, 


quare Insuper valent formulae 
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; R 2oO«e Om 
\ in =. Aco0s@G. f 


OS Os’ 


s Aecose d (i 

2. cosM = 

(2.) | cosY) 098 

Adcose 0G cose 0G 


cos) Op cos@-cosY Op 


cotM = 


Quia vero, ut punctum 7 sit in linea geodaetica AM, valet conditio 


A ’ cos? cos 
> N — . £ > 19 57 y / — ıct + y—m - O_ » 2 P “ 
cos 2 = cost sın.YZ, SIVE sın M c05G est op cosa' 9° ıla ul aequa 
to (l ) fiat 

(1 et) r f? cose,0G ) 

—— . i Ss” ae . 
cos?@J/ *“ cos 9) 
SIVe 
, c0s@G:9G osin@, Y(l+ tang?e..sin? G) 
oOS ZZ — .71C0SE€ — Acose. 


"c0sY) -Y(sin’e—sin’G) V (sin’g — sin? G) 
ın cuus dextrae partı sienum — prachıxum est, quıa arcus s erescit decrescente 
puneti M latitudine media G. 


Integratio huius formulae oplime succedit ponendo 
ri 2) ’ l 
sin@ = sing. cos, 
i . ö . . I ! ) . 2 . 2 Be . , . ! e = 
quo fl — 0080-96 = sing.sinnb.ox) ,  Y (sing — sin’@) = sing sin», ıta ut 


sıl prımo 
95 = Acose.orb.Y(l+ tang”e. sin’@). 


(uia vero Y(l-H-tang”e.sin’@) = }(1-Htang*e.sin’g.cos'rb) = Y(I-Htang?4.cos”r!) 


2 
— _ .V (cos’4 + sin’ #.cosal”) = — \A— sin’s. sin’), et Er = sinp, est 
os = Asinp.orby (1 —sin’ 9. sin’ab). Sı itaque adhibito modulo 

(3.) k = sin#, culus coniugatus k’ = cosıh, 
sumıtltıı 

(4.) U = amu 
hi sind = snu, Y(l— sin?#.sin’"') = Y(l—k’sn’u) = dnu, et db = dnu.du, 
quare 95 = Asinp.dn’u.ou, culus integrale est 
a B 
(2.) s—=A sinp.elu = — 7 elu. 


K iormula hac perspieis, arcum lineae geodaeticae AM acqualem esse 
arcuı ellipsis planae, euims semiaxis maior = Asinp; semiaxis igitur minor 


— Asınp.cos# = Acose= B, ideoque semiaxi corporis aequalis, et cuius 


anomalıa excentrica ı inde a vertice axis minoris, ubi arcus ellipticus incıpit, ıpsa 
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inciprat. Angulus modularis 9 est huius ellipsis excentricitas angularıs, et excen- 


trıcıtas ın partibus semiaxis maloris Äsıny est ipse modulus 4 = sın 9. 
11. 
vis funetionum © et ’9 ratione habita argumenti a. 
Inventa in articulo praecedenti formulads = Acose. orb Y(A-Htang?e .sin @) 
! 2 u .,3 ix EN : 5. 2 . 
— IorV(cos’e + sin’e.sin’@) ft 95 = Aorby(l — sin’e.cos’@), sive 
(1.) ds = A.sin P. Ar). 
Sı formulam hanc comparas cum inventa 05 = Asinp.dn’w. ou = Asinp.or.dn 1, 
comparatio praebet relationem hanc primam 
sın PP 
+.) une 
E. uU = 7 R 
( ) dn sın » 


(ua vero cose = cos 4. sinp = c0s 9. sin P’, invenis relationem 


cosır } cosır k’ 
day = cos.  SIve cos = u "u, e. 
(3.) cos = dneu. 
Ob relationem vero c0s%.cos’9 = cos + in artienlo (9) demonstratam, parıteı 
Invenis 
(4.) cos) = dnu. 


I n. l 
Sı memor es formularım dnu —= en(% u, .) et parıter dneu = en(k(K — 1), .) 
L u; 


ın ($. 30) theoriae funetionum modularium prolatarum, perspicis, formulas prae 


cedentes ei sIc exprımi poOSSe: 


1 | 
9=am (ku, .) = arc tang (tange cos Lu cos M) 
(9.) 1 
= am (K(K-u), 2) — are sin (sin € sin L). 
ı 
E computatis angulis 9 et ‘9 ope harum formularum computantur functiones 
omnes reliquae tum argumenti u, tum complementi A—u, si K est quadrans 


modularıs modulı # = sin #, et sımul ex iisdem computantur quankitates 
c087 = 0059 : cos’) sıve, 


3 = arccos(cos) cos’9), . 


(6.) r cose 
sın pP == 


cos. cos 9 





‘ 
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Formulae vero, quibus exprimuntur functiones modulares, sunt sequentes: 


[ sin’) sin 4) 
- UL = ® fi = ® « 
um sını$ Snc u sındJ ’ 
cos’) . sin) cos") - sin 9 
nu = er z cu= 3 . 
j- sin) u sin4 
( i.) \ et 
RR tang © RER, tang() 
sn cu sino’ 
dnz = cos W , dneu = cos. 
12, 


Nexus inter euiuslibet punecti in linea geodaetica siti longitudinem 
et latitudinem. 


ae cosg _ 4 
Inventa in articulo (10) formula xdy = 05G: 095, Si valorem x = Acos’@ 
1} 
substituis, fit 
cose 08 
(}.) OpPp= 71'737 
2 cos®’G A 
Ös$ 


* . “ . ” ‘ r ‘ ö 2 
(Jura vero ınvenimus T= sinp .dn’u. 9 u, et quia cos’@ = 1- sin’@ = 1-sin?g. cos"; 
—= 1-sin“g.cn’w= cos ’g(l-Htang’g.sn’u), est 


sinp dn’u-Ou 
Ben ze . : 
PT cosg' 1 + tang?g-sn?u 


. . fi 
sinp dn?w- Ou? 
G — 
. 


sIVe 


cosge 1 + tang?g - sn’u 


Sı ıntegrale hoc comparas cum integralı modulare 


Du, a) = 


0 


° 4 ! Yo 
tn’adn’a - dn?u: Ou 
1 + k’tn?a- sn’u ’ 


relato ad modulum k = sin#, sumes ktna = tangg , sive, quod ıdem, 
tang(!T— g) —= tnc’a, unde sequitur 

(1a.) ıt—amla=g. 

RE ‚ tangg lang g , 4 

) )< )eT + — .-= r 7 — « 'n S in - 
Owa ınsuper est in a 1; sing tang p , ınvenis secundo 

(2.) am'a=p. 

sn’a sin p 


Quia denique tn’a.dna= ; = est, vides esse 


snc'a cos g 


(3.) p=D(u, a). 














ee 


mer 
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Functiones modulares argumenti z computandae sunt e formulis (7) arti- 


culi praecedentis, et invento moduli angulo 
+ = arccos (cos 9. cos'()) 


tum parameter @ ipse, tum ipsius complementum A’—a, habito A” pro quadrante 


moduları coniugato, qui perlineat ad modulum 4° = cos $%. determinantur for- 


mulıis 
| \ | . ftang % 
zz ada=_ef =; i En 
2 amc 5 = arcsin\jange 
4) ( 
Bes 
a=p= arc ——), 
| am p= arcsin\ 05% 
Quia vero sn’a = sinp, en’a = cosp, Ina = tangp, k'sn’a = cos Isinp = cost, 
sınd l cos 


/ . d . f] / 
est dna=sine, dnda= — — = sin’, #’'snca = / a= ——- = cos? 
d c ins TR, snc cost, snc cos = c0sg » 


d . ‘ 
enca=sınz, ned = colg. 


13. 


De nexu inter quantitates amu, M. &., g' et longitudinem reductam 
sphaericam F geometrice econstruendo. 


Triangulum sphaeroidicum PAM in A rectangulare, si radius aequatoris 
A=1 et sımul semiaxis CP = 1 sumitur, quo excentricıtas corporis angularis 
e=0 fit, abit in triangulum sphaericum rectangulare. Lineae geodaeticae arcus 
AM = Asinp.elu nunc ft AM = elu pro k= 0, sıve AM = amu = ab; cathe- 
tus PA reducitur ad !ır—g=!r—/, hypotenua MPad!r — G=!r — 1; 
anguli azımuthalıs daı PMA4 = M magnitudo non mutatur, at longitudo puncti 
M sive angulus sphaeroidicus APM = 9 mutatur, et si angulum mutatum li- 
tera F insignis, angulus hie F est proiectio sphaerica angulı sphaeroidicigp, quam 
longitudınem puneti M reductam sphaericam appellare placeat, et parıter amu 
est longitudo reducta lineae geodaeticae vel saliem sw arcus sphaeroidiei AM. 

Idem triangulus sphaerieus rectangulus, qui trianguli sphaeroidicı APM 
proiectio sphaerica est, ob eam potissimum rationem est altentione anımı dignus, 
quod nexus inter sua latera et angulos est revera idem, quem formulae plurimae 
ante inventae exhibent. Si primo consideras formulam sin @ = sing. cosı, sive, 
quia ab = amu est, banc: 

sin@ = sing. nu, 
ita exhibitam, cos (4m — @) = cos(!T — g).cosamu, iam vides, hac formula indı- 
cari, Ir —g et ab =amu esse calhetos trigoni rectangularis sphaerici, cuius 
Crelles Journal f. d. M. Bd XLIIL. Heft 4 42 
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hypotenusa sit Ir-@. Formula cosg= cos @.sin HM, sive sin (!r-@)= sin (!7-@‘).sin MH 
edocet, cathetum eiusdem trianguli amz cum hypotenusa }ır — @ facere angulum 
angulo azımuthali M sphaeroidici aequalem. 

Angulus igitur /, quem cathetus alter 47—g facit cum hypotenusalr-@; 
qui itaque catheto amız oppositus est, longitudinis sphaeroidicı angularıs p ad 
punctum M pertinentis erit longitudo sphaerica reducta, cuius itaque differentia 
a longitudine vera g erit perexigua, ita ut / sit ipsius p valor approximatus, et 
formam triangulı sphaericı modo descripti ipsam tamquam formam approximatam 
triangulı sphaeroidıcı PAM spectari liceat. 


Formulae vero quae nexum modo dietum omni modis exprimunt, sunt 


sequentes: 
sin@ = cosu .sing , cotg = cot@ .cos F, 
sin@ = cotM. cotJ", cotg = tangH.snu, 
cosg = cos@.sinM, et inu =tangF.cosg, 
snu = c0s@ . sin /", cos W= sing. sin F" , ; 
nu = cot@.cos M, cos = cnu.sinM. 


Quare argumenti z functiones iam determinatae formulis (7) articuli (10) nunc 


novis exprimuntur formulıs hıs 


snuw = cotgcoM = c0os@.sin F, 


sin @ cos F’ 
> — - Pr = ’ 
(1.) AU = sin g sinM 


nz = cot@G cosM = cos gtang #, 


et longıitudo puncti M geographica reducta sphaerica formulıs hıs 


f , dane@ tane Z 
0 cost = lange ei 
005 als, 
cos M 
3, En 
(*.) sin Z u 
(4.) cot "= sin @..tang M, 


et reliqua est sola formula cosg = cos @. sin M conditionalis adimplenda, ut punc- 
tum M sit revera in linea geodaetica AM, determinata solo loco puncti initialıs A 


in meridiıano habito pro primo. 


Ken F si Be | on u 
‚tormula Inz = cosg.tang f, sı amz = u) sumıs, sequlur ing! = cosg’ 
:rf u a “ cos®’F cos®?F sin M  , 
quare dilierentiando I) = - ‚OU » Du = - -,0OU 
N IRRE cosg cos? an “ cosgentu U — cosg "> 
sıve ‚„  c0sg 
‚f — - . > Ur, 
cos?G' ® 
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Ouia vero in arliculo (10) invenimus formulam 


Os 
z=snP.3aJ 
A 


, 


u cose 08 p cos g 
qua Insuper € DB * a componiıs oo =sin f. A: OW, Sıve 
et quıa ınsuper est 9 003G 4° [ 09 NE.‘ IN 


op = sinP.oF, 
sıve 


Op OS 
(7 — u — -—c ) 
9.) oFT Adw sin P. 
Quia e formula cot P=tange.cosL palet, esse P!r, quamdıu punctum M 
u OS a’ 
non sıt Ipse polus, est = <u el op < or, ideoque 
(6.) sA.mu et g<F. 


Quia vero P est inter fines 37 —e et !r, sin P est inter fines cose et 1, unde 
sequitur, 1L— sin P esse differentiam minorem functione 2sin’Le sive complana- 
tione polorum minorem. 

Hinc sequitur A.amu et F revera esse valores approximatos quantitatum 
set p, et quia erescente latitudine Z differentia 1—sin P decrescit, differentiae 
positivae exiguae 

A. .amu—s et F— p 


pariter crescente altitudine puncti M diminuentur. 


14. 


De triangulo spaeroidico APD et de ipsius proiectione sphaeriena. 


Si lineam geodaeticam AM prolongas usque ad aequatorem, qui Ipsa se- 
cetur in D, oritur triangulum sphaeroidicum APD; quare punctum M nunc 
collocandum est in D, sive, quod eodem redit, latitudo 

L=0 
sumenda est, quo ft u=K, si K est quadrans modularıs, qui pertineat ad mo- 
dulum k=sin9, Simul ft 9=0, et quia angulus azimuthalsı M= D=!r—g 
fit, est 
‘9 = arctang (tange sing) =. 
Quare si punctum M transit inde ab initio A usque ad D, amplitudo 


O decrescit inde ab = # usque ad 9=9, 
et amplitudo 
‘9 crescıt inde ab ‘9 = O0 usque ad 9 = 9%. 


42* 
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> 
Formula s = Asinp.elu = — el, quae arcum AM exprimit, nunc fıt, po- 
nend L =, 
| a 
(1.) AD= Asinp.E= 55-E- 


sı E Jesignat quadrantem ellipticum pertinentem ad modulum k = sin 4, et cuius 
semiaxis maior est unitas. 

Longitudinem geographicam puncti D sı insignis litera ®, erit angulus 
APD=ECD=D, et formula generalis = D(u, a) nunc praebet 

(2) D=D(K,a)=K.ela—(K— E)a, 

sı in usum vocas forımulam ın ($. 118) theoriae functionum modularium demon- 
stratam. Longitudo arcus aequatoris ED igitur est A, ®. 

Punctum vero M, curvam geodaeticam describens, inde ab ıpsius puncto 
supremo et simul initialı A descendit ad aequatorem in D, et viam continuans, a 
sphaeroidis superficie septentrionali in australem transit, et simul aequatoris ra- 


dius CF gyratur circa centrum GC; angulus ACF=g fit =2.0, sı punctum 





W latitudinem australem maxımam L = —/ assecutus est, Punctum M viıam 


praeseriptam ulterius persequitur quo latıtudo negativa decrescit, et ı L=d ft, 





angulus p=3® erit; latitudo Z nunc fit positiva, et punctum M in superficie 
septentrionali usque ad latitudinem maximam positivam L = l ascendit, quo an- 
onlus p = 4@ fit; punctum M viam alterius persequitur, unde patet angulum 
op erescere in infinitum, et lineam geodaeticam esse infinitam, si ratio 2: (PD non 
sit ea numerorum integrorum, sive quod eodem redit, sı 2 et ® sint incom- 
mensurabiles. Si vero ratio 2: P est ea numerorum integrorum, linea geodae- 


tica in se ipsarn redibit, nec amplius est linea infinita. 


Arcus AM fıt distantia polarıs PM sphaeroidica ipsa, si angulum azımu- 


thalem WM = 0 sumiıs, quo fit 


9= arctang(tange.csL)=!r—P, et 


cose 


) = arc sin (sine.sin L) = arc cos ( np) = arctang (tange.sinG ) 


s 

Quare nunc est cos G.c0s’9 = cose, unde perspicis, nunc fieri % = e; quo fit 

=g=!retp=!m (uare formula generalis s= Asinp.eluw nunc fıt 
PM = A.elu pro modulo k = sine. 


\; cot P 6 ET tang) 
: > ‚nr 3s oo u. {u A b7 « —— = 7 — Ü » = - — 
Qua nunc vero est tnu sing = car, est amu = 3T—G, et quia inc a 


= lang L, estameu= 1. 
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Pariter est PA = A.elu pro modulo k = sine et pro amplitudinibus 
amu=!ınr—g, etamcu=!. 

Quadrans denique PD= A.E est, sı E est quadrans ellipticus pertinens 
ad modulum % = sine. 

Formula denique tnu = cosg-tang F edocet, si punctum M transit in D), 
quo amu =} fıt, fieri et F=1!r; quare angulum reductum sphaericum, qui 
ad angulum sphaeroidicum APD pertineat, esse rectum. Trigonum igitur in 
articulo (133) consideratum sphaericum duos nunc continet angulos rectos, quo fit 


ut tertius angulus M catheto opposito constanti Ir —g aequalis sit. 


15. 


De triangulo sphaeroidico MPD et de ipsius proieetione sphaeriea. 


Quia latera PM et PD trianguli M PD iam in articulo praecedenti sunt 
determinata, superest, ut eruamus formulas, quibus exprimantur longitudo lineae 
geodaeticae MI), quae est latus terlium, et angulus MPD. 

Quia vero sumto modulo k= sin # est AD=sinp. E et AM = Asinp. elu, 
est 

(1.) MD= Asinp.(E— elu), 
quae vero differentia adhibita formula 4 in ($. 64) theoriae functionum modula- 


rıum reducitur ad 
MD= Asinp.(eleu— k”’snu.sncu). 


sin’) sin 4) a a 
Quia vero snu = sin‘ et sıcu = sing, est /”snu.sneu = sind. sin’, ideoqne 
(2.) MD= Asinp (elew — sin sin‘). 
c0Se es 
Vma denique sınp = —. ‚ et cos#% = cos W).cos Q), ınvenis 
3 NMD=-— Ä 
(3.) MIT og: elcu — Bang 9 .tang‘Q. 


Qura angulus APD=® et angulus APM=y, erit angulus MPD= ®-y. 
Quia veroD= D(K,a) et = D(u, a), adiumento formularum 7 in (9.120) 
theoriae functionum modularıum erutarum invenis, arcum angulı MP) esse 
(4.) D—-g='C(K—ıu K-—a), 
dummodo quadrans modularıs A” eodeın modo referatur ad modulum %‘ = c0s 7, 


quo quadrans modularıs A ad modulum k —= sin 4. 
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Ope huius formulae angulum MPD prius computare potes, quam angu- 


los APM=y aAPD=.. 


Quia formulae (3 et 4) referuntur ad argumentum K— u, sive amplı- 


tudinem ame z, ın geometrice construendis functionibus modularıbus aliud adhi- 


bendum est trıgonum sphaericum. Si sumis amplitudinem 37 — ameu = al 
= l 


sin) sine: sinL sin L sinL 


o lae snıccu = ——— = asenei nen = 
formulae snc Pre 23 =, u ds 


’ 





h— — 
sin? 
cos ({r — L) = oos(}r — /):cosı'“ edocet, Ar — L esse hypotenusam trianguli 


- sie exhibita 


rectangularis sphaericı, cuius catheti sint {m —/ et aY = !r — amcu. 


langL . u 
tang 7 SI exhibita tg(}r-/) 


— tang (4 T—L).cos F indicat hypotenusam Ir —L cum catheto Ir —/ facere an- 


Inventa insuper ın articnlo (13) formula cos F = 


gulum FF’, qui sit longitudinis geographicae valor reductus sphaericus, et eiusdem 
magnitudinis sit, cuius ille, quem in triangulo articuli (13) alio hypotenusa (47-G) 
faciat cum catheto }r —g. At triangulum novum loco angulı M, qui lineae geo- 
daeticae est azımuth ın puncto M, continet angulum quendam N ab illo angulo 
M parum diversum talem, ut ipsum pro valore approximato sphaerico angulı M 
sphaeroidicı habere queas, quia demonstrabitur, fierı = M, si excentricitas 
sphaeroidica angularıs e = 0 fiat. 

Si cathetum Ir — amcwz eo prolongas, ut fiat quadrans, et ipsius finem 
cum verlice anguli / quadrante sphaerico coniungis, triangulus novus FNVD 
oritur, cuius latus FD) est quadrans et cum latere amcw facit angulum Ir — /, cum 
latere vero F'N facit angulum 3 — F; latus FN = 3 — L cum latere VD facıt 
angulum FND=r— N; unde perspicıs, trıangulum FNVD, hoc sphaericum, 
eodem modo pertinere ad triangulum sphaeroidicum M PD, quo trıangulus 
sphaericus articuli (13) pertineat ad triangulum sphaeroidicum APM. Triangulum 
nempe sphaericum FND habendum est pro trianguli sphaeroidicı MPD proiec- 
tione sphaerica. 

Nexum multifarıum inter quantitates has omnimodis exprimunt formulae 
sequenles decem: 


| sin Z — sin? .sncu . ol = cot Z .cos F, 
\ sinL = cotF.cot N , cot/ =tang N.cencu, 


(3.) cos! =cosL.sin\ , et ct! = incu .cos/, 
encu = cosb.sinF , cos NV = sin! «sin, 
tangl,—= tncw .cos\ , csF —=snceu .sinW, 





suppeditatac trigonometriae sphaericae principns, Inter quas et eas Invenis, quı- 


bus argumenti A — u functiones modulares exprimuntur. 
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Formulae hae sunt sequentes hoc modo exhibitae: 
sin L cos F 
SneuU — sin!  sinN’ 
encu = cos Lsin F = cot/!.cot N, 
tano /, cot F 
Incu — TosN cos!’ 
Superest, ut angulus azımuthalıs /M comparetur cum ipsius valore approsi- 
mato sive reducto sphaerico. 
Formulae cos # = sneu.sinV et cos! —= enu.sin M praebent relationem 


enu 


snN = nu M = dnu.sinM, sive 
/fp Br Tr . 
(6.) sinV = cos’@. sin Y. 
h k’sn u 
Formulae enceu = cot/.cotV et snu = cotg.cotM, quia enceu= |), — dne u.snu 
taneo tane M ' 
yraebent dneu = ;— -;'—— —, et quia taneg = tane/ e, esi 
\ ( na lang tang N’ ] c ang5s m ang .C0OS , ex 
u ....c08e 
"pP { O rn ir: o N a 
(7.) tang cos tang 1 
q, 
Quia vero ©00.008 0 = 0088, et = = ——, dividendo obtines relati 
Jula vero c05sW9.c0s ) = cost, el a" p°’ dıvıdendo obtınes relationem 
memorabiliorem 
l 
(s N= ——.cosl 
(8.) cos sing , 608! T, 


e qua perspicis ralionem cosinuum anguli azimuthalis ipsius et reducti sphaericı 
pro quovis curvae puncto M esse eandem, et esse NM M. 

Aequationem conditionalem a puncto M, ut in linea geodaetica sit, ad im- 
plendam, nune ope anguli azımuthalis reducti N alio modo exprimere in potestate 


est; aequatio illa est cosg = cos @.sinM, «quae multiplicata factore cos’ fit, ob 
. 2 2 cos) 
aequationem (6), cosg cos‘9 = c05Gcos‘’9 .. sinM =cos G ‚sin V, et quia os’ 9 = 509° 
oritur cosg cos 4 = cos @ cos Y.sin V, sive 
cos/ = cosL. sin N; 

quae formula iam invenitur inter formulas praecedentes (5), cuius vero vim ean- 
dem esse ac formulae similis cosg = cos @. sin M, nunc demonstratum est. Adhı- 
bito angulo azimuthalı reducto W, aequationes quibus functiones © et '@ expri- 
muntur fundamentales 

tang ‘9 = tange cos LcosM, 

sind = sine sin L 


transformabıs ın ipsis sıınıles has non minus memorabiles: 
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(9.) \ sin‘9 = sine cos@ cos N 


tang 9 = tang * sin G, 


dummodo memineris, esse cos%.cos’9 = cos 4, et in usum vocas formulam prae- 
cedentem (8). 


16. 


Quadrantes sphaeroidiei exprimuntur seriebus rapide conver- 
gentibus. 


Quadrantes meridianorum aequales PE=PF= PD sunt quadrantes 
ellipsium congruarum, quarum excentricitas communis est sine. Si igitur sumis 
signa 


1 1?.3 12.325 1?.32.5°,7 
o=l,a=g ; 8 ap; Ss pe Wanna 


en ee ee eo; 
6 = Am, am 5; €; 256 &4 16384 ’ 





eic. 


quae et in sequentibus retinebimus, adhibıta formula (2) in ($. 102) theoriae 
functionum modularıum, est 
(2) PE=PF=PD= !}r A(ll-ssin’e— 8 sin’e— &sin’e—e;sin’e--..-..-) 


Formula haec, quıa e = 0,0506044 = 4° 37‘ 5*s38, ideoque sine <0,0 806044 


est, satıs rapide convergit, 


Si longitudinem lineae geodaeticae, inde ab initio A usque ad intersectio- 


nem J) cum aequatore, Jitera G significas, et AD=@= Asinp.E= —.E 
pro modulo k = sin %. ()uare est 
G = !rAsinp(1l — &sin’ + — &sin’d — &; sin? I — &,5in? I —— +++.) 
(3.) ( sıve . 
| G=;t. er — £, sin? — &, sin? + — &5inF — Sin? — — +: ) 
et quia ab formulas tang % = sing.tange et sin? = sinl.sine est sind®<sine, 


series haec et rapidius convergit quam series (2). 
Quadrans modularıs ad modulum k = sin 4 pertinens litera K indicatus, 
adhibitis sıgnis 


1 7.3? 1?.3°.5° BE re 
| jr =1: I. ; begp; ea; Sao" 
(4) : i 
9 2 1225 
Is, — l . Ö, — ü Os — "ng E d. a “ z_ . d. — - ZZ 00000 
ai, 4 a BF 256 , s 14384 
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exprimitur serie 
5.) K= Ir.(1 + d,sin 94 + da. sin'9 + d,.sin®$ + d,. sind» + »-.--) 
Nurneri absoluti (1 et 4) sequuntur leges, quae exprimuntur formulis 


(r —3)(2r 1) @r—D@r-)) | 
ei .&, et d,= 075,5, -Ö.-, Quarum prima vero non 


valet poor =1. 


N 


Vım signorum d,, d,, O3, Öj+-- et in sequentibus retinebimus. 

Inter quadrantes sphaeroidicos referimuset arcum anguli APD=P®=D(K,a), 
qui est differentia longitudinum geographicarum, quae pertinent ad puncta 4et D 
extrema lineae geodaeticae AD sive quadrantis geodaetici @. Ut igitur quadran- 
tem hunc ® serie exprimamus in formulis ($. 261) theoriae functionum modula- 


rıum, ponaturamu =}r, quo fit 


0 1 2 3 
D(K,a) =!r 1l—41—4—4— 4r..). 
Quıa vero in fine articuli (12) vidimus, esse E = . m. =langs, —, =tcoly 
sn’a sinp’ inca °’ Ina P; 
1 sn’a sinp 
ideoque er A k, sive sin® = tangg.cotp, nec non snca Ina da = cosg 


= sinetang p, Invenis 


v 

e- ® n 1 ) sine tangp 

BR ren ] 1 2 np 

A —gjlangz sinp —y;col p)-sin. tang 

RN. tang“ s(: n in aa ine 

2.4 sin p 2 pt cot'p,).sinetangp 

PO Br — er . E 2 1.3 a 
= zyctang 5\ sin zetptrggelp—9,, gcol'p).sine lang p 

elc. etc. 
\ 3 i l 1.3 1.3.5 
Quia vero u +ootp) =1+Z00p— z geotpt zz: cl P 346 gcol’pt- 


vides, functionem ./ esse positivam, quia cot pl, et praeter factorem sin e.tangp 


continere factorem g,- sın”“.#F. 


r r 
Sı ıtaque &,.sıne. Te "3.1 FR loco A, invenis seriem 


(6) do = ır—sine lang». (. 1+ .ö sin? | sin VE sin® "RED sin’I-+..... ) 
0 1 1 cos 1 2sin’(;T—3p) _ 2sinx(e-H)sinz(e*d) 


- s = — DB u u — .—— 
(7.) ın qua erit 4 = sin p cose sinp cose 


pP 
Inter quantıtates reliquas A ınvenis relationem 
Crelle’s Journal f. d. M, Bd. XLIll. Heft 4. 43 
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’ 4 Be _2r— 1 v1 _2 
&e..1:n 0 = —— * tang” g.E.,. 1. sin” + + e,.sin” 9, 
2r—1 tang? 2 &-ı 7-1 lang g 
quam reducis ad 4 ee +1; sing — tang p 
recurrenlis calculı regulam exprimit formula: 
r 2r r—1 
(9.) Aw] 2.3 tang” pP. 1 pro r>1. 
Sıindexr=1eest, valet relatio 
1 7 v . D . 
A = 1-—tang'p.A, et inde invenis valores sequentes: 
2 r 
1 = 1— 4tang’p + Stang'p. 4 
3 ö 0 
A = 1 — 2tang’p + Stang'p — 16tang°p . 7 
5 16 64 ‚ 128 . 0 
A=1— 5tang'p+ 5 tang'p — 5 tang’p — 5 tang’p. A 
5 10 a 16 » 128 256 - 


A=1— 7 tang’p +7 tang'p — 7 tang'p + Ttang’p — 7 tang"'p.. 


* -* v . [2 [2 2 3 4 . 
et reliquos. Vides autem computum facillimum quantitatum 4, A, A, etc. optime 


in numeris definitis institui recurrendo duce formula simplice (8), sive e formulis 


specialibus | 
i / a 0 
A = 1-— 2.tang’p. A 
2 I 
A=1— 4.tang’p.. A 
] 3 2 
Q\ /A=1— 2.tang’p. 4 
ai 4 S D) 3 
A= 1 — „.tang'p. A 
5 4 
A= ı—_». tang” .A etc. etc. 
7 
\ 
u en u cose 
‚oco factoris sine.tangp, qua sinp= —.,g , sumi potest aequalis 
E sine cose \ cose 
sıne.tangp = VIsin(e — S)sin(e+9)]’ quıa tangp — y ar 9] Invenis. 
| IE WIEN 1.3 1.3.5 1.35.7 
Vuum zn, = It geofp— 2 get pt gg gcotp — 24, Pt 
est 
0 l l 1.3 1.3.5 1.3 5.7 


A = co p— Zgerptaggetp— 946g pt 346510 P—t. ..., quae 


formulae (9) praebent 


1 ERS 1.3 3.5 3.5.7 3.9.7.9 
A = g ct p — get pt gegetp — ETRTLUN AU 6.8.10, j5 cot! p——- eo. 
2 a _ 3.» 3.5.7 3.5.7.9 3.5.7911 


1 = PT Pre erter 
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3 5 5.7 3.7.9 5.7911 i 5.7.9.11.13 

A = gOP— gg EP tg 013°? — 8.10.19 11°! P FE 10.12 14. 16 °P 

WESEN. 7911 79.11.13 79.11.1315 

A = Joe pP jo 13 PT 19? 10.12. 14.16 °00 7? 10.12.14 16.1860 P- 
— +... etc, 


E formulıis his perspicis, esse generaliter 


Br, ie ar, u 


= 55 00 pP — -— ,colp + 009 — ı co p+-=... 
2r+2 2?r +2, — 2] [2r +2, — 2] ! I1r-+2, —2] / 
et functionis „7 limitem, cerescente r in infınıtum, esse 
es 0 ’ 6 g col?p 2 
A = col’p — co! Pp + co! P— OP + — ..... = jr coßp — °08 P- 


0 1 r a he 
Qua vero 1 = (1 sinp). sinn et 4 pro r ınlınito est (1—sinp).(1-+siny), 


vides, rationem inter valorem functionis 4 ıllum, qui est limes, et valorem primıi- 


0 . . ” . . e 
iııvum _T esse = sınp(l + sın 9), ideoque functionem 1 esse talem, ut crescenle 


indice r ıpsius valores lentissime decrescant, sı sinp<3(J5—1), et crescant, si 
sinp >;(JI—1) est. 
Triplex ergo est serieı erutae (6) convergentia; prima est ea factorum 1, 


* u ” * [3 2ı 
qui sunt numeri absoluti; secunda est ea potentiarum 1, sin’;%, 


; ’ wu ze , 
sin’, sind), +++. ; tertia denique est ea functioum A, A, A, Ay ..... , quamıvıs 


€ &9» €g3 &q .....,; 


exigua si sin po} (J5-1), quare ob accedentem hanc seriem tertiam convergentia 
seriei (3) aut superatur ea seriei (6), si sinp<3(Y3—1), aut eam superat, si 


sinp>3(Y5—1), sive sinp(l+sinp)>1 est. 


17. 


Idem quadrans () exprimitur serie convergente altera. 


Quia in ($. 120) theoriae functionum modularıum demonstratum est, esse 
C(K, K—a) = D(K, a), et = 'C(K, K—a), ideoque formula in ($. 263) 
theoriae illius adhibenda est. Quem in finem loco cıtato sumatur argumentum 


; ‚ Ki a z ! 1 
—=K CR ‘oa. Qua ver Ine ie, 
u—=K, et K'—a loc ( o in fine artıculi (12) invenimus gu » — 


" “ I 2 Ä . 5 u 
dnc’a = sin/, dn‘a = sine, et k*sn’asne‘a = cosecos/, sumtis quantitatibus 


on Ca - 1 ).cose cos / 


1 
,= - sin Hl ei |; sine) cose cos/ 
43 * 
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1 ö 1.3 
dh = in, —1 — Z5ine— 5 | sine). cose cos/ 
_135 ( 1., 13 1.3.5 ) nals 
we Zur — 5 sin’e — 5 sine — ng gg sin’e .c0S COS 


et reliquis, invenis seriem hanc: 


Beil. Abahahun 


1 —1 1 1.3 1.3.5 

< V —— = >) a r o Ie ....». 
(na vero est Sans (1—sin? =+ 5 sin ’e +31 sin +5 4. G sine e+ 
et quia dnc’a.dn’a = k = sind = sive sin/, mox perspicis, functioni A, praeter 


factorem constantem cose cos/ inesse et factores Od, et sin”4. Si ıtaque sumis 


A, = Ö,.c0se.cosl.sin”#. A, series antecedens fit 


0 n 3 
(1) P=!r—Ircosecos/(A+J.. 1.5in?9 + 2.4. sin + Ö2. 4. sind 


+0,. sine ). 
Vuum vero nunc est 
2) 2 = 1 no 1 — cose ” 2sin?\e 
2 cose cose cose 


ei 123 4 ae 
functiones reliquas 4, 4, 4, 4, .... eruamus, quas facillime invenimus calculo 


recurrenle, 
, “ r Ir—1 ie i ve. PR ® 
Qua vero d,.sin”F.4 = 9, sin /.(Ö,_. 4. sin” 4) — 6,.sin” esse ex 
ıntuitu ıpso patet, est 
r 2r—1l ,—1 sin --ı 


nA cha © u. ade 
t zn A. on FM nun - leuli recurrentis regula exprı- 
qua sin® sine ei or  @r—-D@r—1)’ FEDER. SER 7 | 


mitur formula simplice 
(3.) = 
Patent ıgitur formulae j 
FE 


 2r 1 B.:-, 1 
2r—1 sine ms. 


1 sine 

2 4 ( 1 ) 1 

- 3 \sine -.; 
BE LE 

4 S t ) 3 

Pr W (in 'a—l, 

E27 0 ( 1 \ 4 
IF Nine) dl 


et reliquae, 

















ef 


13. Fundamenta Trigonometriae sphaeroidicae exacta. 327 


3 4 


vu. . 
quarum ope calculus recurrens est facıllimus. Quia 4, 4, 4, 4, ..... sunt func- 


tiones excentricitatis sphaeroidicae (sine), ıpsius valores non a situ lineae geo- 
daeticae, sed a solo corporis sphaeroidici forma pendent; ipsarum calculus est fa- 
cillimus e formulis modo propositis. Insuper patet, has funcliones esse semper 


[2 . * “ |} . [3 
posıtivas, dummodo memor es seriei supra prolatae, qua Cose exprimitur; quam 


sı adhibes, invenis 


0 1 1.3 1.3.5 a 1.3.5 co 135.7°° 00 
Ben 5 sin ”e-+ 24 sine + 5Y 246 sin e +46 sin e+ — 2465 ine 4 


quare ob formulas (4) erit 


Er 35 35,7 35 3579011 m, 

A= sin’ e+ Zgsiniet 4168 -sinee-+ Aa sin’e-+ - 41.68.10.12 sin e+ ---- 
05 5.7 5.7.9 57911, , 5791113 1, 

15 ine 
7 7.9 7911 , , 79.1113 5, 7.9.11.13.15 


da= gsin ”e +, josin e +5 10. ‚ja sin & +5 10.12. jgsin e rs 10. 12.14. sin € et ---- 
etc. elc. 
E forınulis his iam N ar esse amesce expressionem 


r _ 2r+l E [2r+1, BE: 


sine+ ’e ee, 21 he An 2] 
— 2r +2 


sin e+ sin 6e-+ ‚sine + -- .. 
[?2r +2, 2] [2r-+2, 2] [?2r +2, — 2] 


A 
Quare crescente indice r in infinitum obtines functionis A limitem esse 


ER VRR ETEE REROE VOR sin?e ch (1 — cose) (1 + cose) 
€ e sın ın er ----» un ————- zu bee _ . ie 
— u vun 1 — sin?e u c0Se,cose r 
a > . .. . 0 1 — cose r a - z. 
ei quum functio ımıtialıs 4 = - est, crescente r ın ınfınıtum fıt tandem 
w 0 1 — coSe . . f} 0 l 2 3 . . 
d=4' Pr Unde perspicıs, functionum A, 4, 4, 4, etc. serıem divergere 


quidem, at divergentiam hanc esse tardissimarm, ita ut series eruta (1) tum ob fac- 
tores Ö,, d,, d,, d3 etc., tum ob factores 1, sin?#, sintF, sin® 9, etc. satis rapide 


convergat. 


una sint . Vlsintee—d9)sinee+%)] . ä 
Qua sın!= ing’ ideoque cos/= —- en factoris cose cos/ 
VIsin(e — ö) sin(e + )] ’ ; 
loco factor aequaliıs —— rn poni potest, ita ut formula (1) qua- 


drantis ® valorem exprimens alias non contineat quantitates, quam e et ö. 


Sı formulas (4) we oriuntur 


1 
I= IE Re ).4 
sin e 


2 2.4 ı0 4 1 \2 
CE). 
1, sin e u. 3 \sin?e . 
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da —. (+) 4- 53 a) ; ne 


| u ) y 2 1 I) 
ze (N ne. DIET Den u 
1.3.5.7 sine 3.5.7 \sine sine sine 


et reliquae, 


_ 


quae vero formulae parum proficiunt, quia calculus recurrens e formulis (4) com- 


modius in numeris definitis Ipsis instituatur. 


15. 


Argumentum ? et ipsius complementum KH — wu, arcus lineae geodae- 

ticae indefinitus s et ipsius complementum &—s, longitudinum zeo- 

zraphicarum differentia p et ipsius complementum D—yp seriebus 
exprimuntur rapide convergentihbus. 


Argumentum z coniunctum cum curvae geodacticae puncto M, e data 
amplitudine amz optime compntatur ope seriei (1) in ($. 105) theoriae functio- 
num modularıum derivatae, «uae quidem series est 

(1) u=amu+o,.sin’#.‘' (am) +0;.sin'$.A”(amu)+ 05. sin‘$ . A’ (am u) 
+ ,.5in’ 9.1 (am) + d; sin 4. A (amu)-+ -- 
Sı ın hac serie sumis ame u loco u, argumenti u complementum K— u exprimi- 
tur serie 
(2.) K—u = ame u+J, sin’ 9.N (ame w)+0,. sin'4. N’ (ame w)+Ö;.sin’$. N (amcw) 
+ d, sin’ 4.1 (ame u) + 0,. sin’ F.A”’ amcu) + ----- 


) h B 
Omnia arcus AM = s lineae godaelicae est s= „.,g. elu, formula (2), i 
($.105) theor. funct. mod. eruta. praebet seriem 
BB, Eu nu ü 
3.) 5 = 5 (am u — &ı sin 9. N’ (am u) — & .sin’ +.” (am u) — &3sin’4.A”(am u) 


— 5, sin’. A(am u) — e, . sin.” (am u) — — 
> 


b 
n « my . —— - u \ zul 1,2 ne . DEE a * ; ” u 
et qua arcus DM = 5 (deu — Ksnu.sneu) = G—s, Iinvenis seriem 


Y b . 72 . a,‘/ . 3 
(4) G=-s= 5 (ameu-sin’F.snu.sne u-e, sin? IFA(ame u)-2,5in*3.A’(ameu) 


— 5, sin? F N’ (ameu) — e,.sin®$.N* (ameu) —— «-- - 


Quia longitudinum geographicarum differentiam punctorum A et M sıve 


arcum anguli A PM invenimus 9 = D(u, a), formula (4) in ($. 261) theoriae 


Inu 
snc’a 


functionum modularium inventa, quia est ! = arctang ( ). adhibiıta functione 





ee Euer 





a ln u a ed Ze 
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4 in articulo (15) eruta, praebet seriem quadruplicis convergentiae, vel saltem 
triplicis: 
(5.) g= Pe tangp. [1. am uts,.4.sin®F.A(amu) + g,. Asin9.N *(amı.) 
+ 5. Fi} sind 4.” (amu) + &;. pr sin? +. A (amı) + »---- ] 


et quia longitudinum differentiam earum, «quae ad lineae geodaeticae puncta M 


et D) pertinent, invenimus D— g = ‘C(K—u, K’—a), formula (4) in ($. 265) 


theoriae functionum modularium eruta, adhibita functione 4 articuli praecedenlis, 

praebet seriem hanc 

(6.) 9-p=3;r-F-cose cos/.[. 1.0 ud). > sin?F .2 (ame u)+0;.. f.sin® 4,42 (ame 12) 
+0, sin®?.28 (ame u) +). r) sin®F.2* (ame u) + +++] 

quae pariter rapide convergit. 

Sı tabulae paratae essent, et quidem tabulae unius argumenti sive angulı 
cuiusdam varıabilis p tales, ut contineant valores functionum 2), 2), 7), 
kp) 7’(g), eiusmodi tabulae mirum in modum proficerent; ipsarum adıu- 
mento calculus formulis modo erutis praescriptus foret facillimus. Si formularum 
vero praecedentium formas elegantes spectas, mecum dolebis, tabulas satis acco- 


modatas nondum esse paratas. Ideam tabularıum talıum ıam anımo concepit 


Ill. Legendre, in cuius operibus invenies quod nuperrime vidi tabulam, quae con- 
. 


. . . . Pr a4 
tinet valores integralium formae Nsin? .dyp; attabula haec est non satis extensa, 
e 


1) 
et parum prodest, quia in usu ipso non desiderantur valores integralis ıllıus, sed 
functionis valores, cuius alter factor est functio illa integralis, cuius vero alter 
factor est numerus absolutus, scılicet functionis 
2.4.6... (2) [ 
- ne >: © r Eon 
m 77 -. P.9p, 

“= T35...Qr je 9-89 
quippe cuius vis analytica est multo praestantior. In initio sectionis decimae 
theoriae functionum modularıum demonstratas invenis formulas finitas, quıbus 


functionis 2”(p) exprimitur valor: 


2 a ve sin2y r(r—]) sindp rtr— 1)(r — 2) ‚sin6p 
FAN=PIT LT 1 FerDEHd 2 CHÜC+Hde+l 3 
r(r—1)(r—2)..... 2.1 sin2rp 
+.....(-D" en 
a en a 


et ad usum magis aptam hanc: 
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i . 2 2.4. . ET 
Kg) = p— SInYcosp— zSsin’gycosyg— zz Sin? y FT. 2 sin’pC0Sp— ..... 
3 3.9 3.5.7 
_2.4.6.....@r-2) ow-ı, nn: 
Br 3.5.7... @r—)) hai A 
quae facıt recursionis regulam 
j r 2.4.6 .... (2r) t 
r+] — r a Se FR ei +1 . , 
WU(g) 2 (g) 35T. @r +1) sın“*igp»cosg. 


Functio Z’(y) insuper est eius generis, ut ipsius limes, crescente indice r 
in infınitum, st= 0, dummodo amplitudo sit inter limites —ir et +!x; ita 


ut formulae ıllae, crescente r in infinitum, evadant 


sin?2p sindp _ sin6p sind 


4 — ] 2 3 4 t- ..o.. 
| Ri; 7 CR 2.4.6... 
g=Sıng c0sp+3 sın“y coSsgy + pcosp +35 7 Bus 4 COSP-+ ..... 


Functiones itaque in seriebus praecedentibus substituendae sunt 


rL (am ı) = amıi —snucnu, 


9 
7? (am u) = amu —snucnu —3zsn’ucenu, 
| 2 2.4 
> (am u) = amu — snucnu—zsn’ucnu—375 sn’uenu, 
4 j 2 g 2 4 5 2.4.6 7 

‚= — U uU 55n’uU — — —— 
7 (amu) = amu — snucn zm’unmu—z,snunu—3,7sn’ucnn, 
et reliquae, et pariter 
2" (ameu) = ameu — sneu encu, 
. 2 
7 (ame u) = ameu — sneu cneu — 3 sne?u cneu, 
2 24. 
4° (amcu) = ame u — sneu nel! — 3 Snc?U cneu— 375 sne’u cncu. 
etc., etc, 
19. 
Receurrendo computantur termini serierum, quibus u et H— u, 
exprimuntur., 


Quia tabulae, quibus exprimantur valores functionis #’(p), hodie nondum 
paratae sunt, aliam excogitavi singulos terminos serierum articuli praecedentis 
computandı ralionem, quae non tıbi displicebit, 


Si seriem u = amu + Ö1sin’$. 4" (am u) + Ö,. sin'$.3? (amu) + ----- quae 


est artıculı praecedentis prima, hoc modo Insignimus 


(1 .) u= A, + A, + A, +A,+A,+---: 











Fo 
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certo est A,= amu; A, = Ö,.sin’$.)'(amu) ; A, = Ö,.sin'9.2"(amu) ; etc. et 
generaliter 
A, = d,.sin” 9.) (am uU), 


quare - ne , (amu) et pariter Arıı _ rl 
| Ö, sin?” I — / am | di : dt, sin > — A (am 11) . 
) > 2 . . . 2.4.6 ...0.. (2r) nah 
(Juia vero, sı sumis sgnum u,=3 57 Or+’ est 7" (amu) = 2 (amu) 
Ir+l . Arı A B j 
— dr. 50 U 'alet relat = er ! 
Bram ‚u.cnu, valet relatio 41 sin®+2,% — 5, sing;  LrıSn  U.cnl, SIve 
2r+I\ 
2r+1 
+5). .sin#. A, — A,. O1 (sin 9)” * a 0. 


quare, substitutis valorıbus signorum u, et Ö,,,, obtines 


lt ).4 BER 2... (2r +1) TEL 
r+l Zr 2 nd ud 2, 4. 6 E00. @r).2r 22) (sin 4.snu) - SıN J.cnU. 


Sı ıtaque adhibes angulos auxiliares © et ‘Yin articulo (14) determinatos formulis 


\9 = arcsin(sine. sin L) — arclang (lang e. sin @) 
I O= arc tang(tange .cos M) = arc sin (sine. cos @.cos N), 
formulae in articulo (10) inventae (7) praebent 


sin$.snu = sin’Q et sin’,enu = cos’QsinG; 


i cos + 
quia vero osYcos l, est sind,cnu = cos? .tang 9, ideoque formula prior fit 
2r+1 . u Pe A 27 +1) cosıF.tang 9 
A, = ‚sin®) 1, — e Dan ers. 
em 2r +2 u... 2r (2r +2) 


Formnlae specıales sunt ıgıtur sequentes 


tang’9 
A, = arctang (; sinY 


2 cos+.tane) . 
A, u (5 sın ») .A,n— „—— .sinO, 


2: 
m. 3 cosı.tangQ) .„, 
(3.) A (; sind) ‚A, — 2" r sin? 9, 

5. p 3.5 cos#.tangY .., 
A; — (. sın +) ö A, RR 9 \ ı a 5 g 3 sin? () i 

: ES, - 3.5.7 cos# .tangQ ._, 
4,= (;5in#) A546 — Tue sin’ 9, 

etc. eic. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 4, 44 
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Ope harum formularum singuli termini seriei (1) satıs facıle computantur 


) en tang %) 
e datis L et M ipsis, et e termino initialı A, = amu = arc tang ( ): 

Si argumenti u complementum A—u compulare vis, computandi ratio 
eadem est, dummodo permutas amplitudines © et ‘9. Modulum sin $ ipsum com- 
putabis ope formulae 

(4) + = arc cos(cosY. cos’Q), 


Si loco quantitatum Z et M datae sunt G et N, calculus fere idem est. 


20. 


Termini serierum, quibus s et &—s exprimuntur, recurrendo 
computantur. 


Sı ın serie (3) articuli (17) semiaxem terrae, hucusque litera 3 insignitam, 
nunc litera minore 6 insignis, est 


b 
s= 5 lam zu — &, sin?‘#. 4! (am u) — &, sint} .22 (am u) — &, sin® 4.3? (am ıı) 


— 2, sind 2 (am U) — +++ +.] 


quam seriem repraese ntemus hoc modo: 


(1.) 3 D,— DB, — B,— B,— BD, — B,— ..... 
b.amu b.s, sin?) b.e,sint 4 
} . ib R )) iz . 1 .| > En. 2 ö „2 u 
) zu = ara ,= ' "(amu) el 
ponendo B, _—; D, cosy "+l(amu), DB; u (am) 
sic deinceps, ita ut generalis valeat formula: 
b.s,.sin®ı) B..cosır s 
4 ED . a wen yr £ or DB = - rt —_- = Ar il 
B,= cosy4 °* (amıı), SIVe 7.8,..sin? 4 (am u) , 


B,+1. 008 4 


: = — rl 
el parıter b.&,41.sin?”+2$ ij (am u). 


Quia vero 3"*"(amı) = 3" (amu) — ı1,.5n”*'w.enu, oritur relatio 


D.41.008 # B, . 608 1) u ’ 
On ng a Ül,» 2 uU, Il sıve 
D.&,41.8in®+2 7 b.,.sing Fr SN m. 
?r—D@2r+]).. b ur! ie 
RE Ir di sin’ 9. BD, — 1.» = 3 (sind .snu)”* .sinF+. cnu 
Si val 1°.32.5?....@r—-—D’.@r+D)) h 2.4.6...... (Zr) 
m volanes a. SE er a os EEE nl 
EEE: Ra 22.42.6°..... Ar. Ar +2? u ET... 2r—-D@r+)) 


substituis. fit 


1.3.5... 2r-3)2r—-—D 1 
 & ® RB (2r—2)(2r) (2r-+2)? ' 


Sı itaque ıterum angulos () et ’O sumıs tales ut sit 
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(2.) 9 = are sin(sine sin L) — arctang(tange. sin @), 
‘0 = arc tang(tange cos L cos 7) = aresin(sine.cos@.cos V ), 
quo hit sin9.snu = sin’ et _ AN = tanr®, recurrentis calculı reeulam ıam 
cosdu > ie 
exprimit formula generalis 





B (2r — 1) (2r + 1). sin?F B # x FE (2r— 1) b.tang)  „,,, ’ 
Ir. — / 7 Te r en, > E Hı2 + 3 EN“ € 
+ (2r +2)? . 2418... age © 
quae valet pror>%0. Est vero 
b tano’(@) 
'B=:- - Arc tang ( > ) 
| b= c0s 9 c0s’Q) "\snQ 7? 
. sin? 4 bang) .,, 
BD, — 22 E 5 DB, ol 22 " sın () 5 
1.3 . sin? I I btaneQ) ,_, 
ıB= (2 —.B, a 2 sin“ 9, 
(3.) { a 
u 3.5. sin? + 1.3 btane) 
\ Bu . a > j a > . 1 Br z 
B, = 62 . D. — 34 6: sn’), 
5.7.sn?$ . 1.3.5 btane®) ._, 
B=—-.B—- a s sin’), 
u 2.4.6 s? 
j 7.9.sin?# _ 1.3.5.7 btane o 
i ’ g en 
.= — — — . . 4.p 
b; 0 Pi 2465 10: Sn’ 


et cetera. 
Modulum #4 ipsum Invenis ope formulae 
(4.) I = arc cos(cosY.cos’9) «-+-- 


Si vero e permutalis amplitudinibus 9 et ‘9 computas quantitates 








b tano @) 
[ B.,. = - arc tang (. —— ) 
0 cos cos 4) E\sn9)’ 
sin? 9 btane) .. 
a > oO - ,„ aındf- 
B 22 is ‚y zn 22 sın 7, 
. 1.3.sin? 9 _, btane) .. 
_ | I, = > ‚b',— : -+ sin’), 
(9.) ö | 1 
3.5. sin? 4 b tane’ 
Zu > _ DD? o + in? f- 
 — _ 5 _— = sın’ 
B 3 6? . B 6? ’ 
| 3.7.sin?$ _ btane’() 
Be Y BT u 
B,= —g. By, — gi’, 
\ etc. elc. 
. b rn) / >» 4 4 4 / Y 
pariter erit ..,g  eu=BDs — Bi -By/-By—...-- ‚ quare cum arcus MD=G-—s 


b 


cas, eleu — b.tang 9.tang‘@ (confer. art. 14), est 


exprimitur formula @—s 
| 
(6) G-s= By bang 9 tang’9 — Bi’ — By — By — B/—- by... 

44* 








“% 
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21. 


Termini serierum, quae longitudinum geographicarum differentias 
pet D—p exprimunt, recurrendo ecomputantur. 


S:ı tat; R . m sine cose 
N revılalıs causa u ı ENO ——< sine. op a — 
’ ’ 2 ulımur sızno ..;,5. ne .tang] VIsin(e—#).sinfe+%)]’ 


formu!am (5) ın artıculo (17) inventam sive seriem 


Mm _ 
= FF; famute,A,sin?9. (ami)+e,Azsin‘d.4>(amu)+e; A,sin°$.2°(amı2)+--| 


simplicius repraesentemus sıgnis his 


Ü) ern - Ahr 


ß) 9 


sumendo 


Mm m 
nd Y — 
——\ A,.amu; GC, = 


y 


so = €: in?: 2 
Co ‚4, sin®9.2'(amı); ( 


m 22 
zu = a 8 IÄ u); 
c05 2 A2,sin'9.} (am); 


cos ı) 
etc, ıta ut generaliter sıt pro r 0: 
( r cos + i y; 
29,4 (amu) et — Be a = 4,,ı(lam u) 
Mer. dr, sn ME +1 Ar. Sin me i 


quo facto eriıt 


Zr—N)(2r+H1) Arı . 1.3.5.....(2r—1) mA,.tangO 


> nu “ 2A y == . = I Y+l’() : 
” (2r+-2)? A, sin’d.C, 2.4.6..... (2r) (2r+2)? 


ita ut valeant formulae specıiales 





E: ui arc tane =, 
E nn .c E —, ö > 
. cos) cos () 5 ( sinY 7’ 
sin? 7 ee mA, .tang) ., 
C, — 972 ’ / . Es 92 u sın ) 3 
— [1% nz 
— 1.3. sin? u A, C 1 m.4,.tangO sin?’O 
Su AS Tan Di . 
=. x C 3.5.sin? 9 4, C 1.3 m_A,.tange) sin?’ 
/ \ == ö .— u z - sind). 
3 6? As 2 24 6, 
. 5.7.sin?# A, , 1.3.5 mA,.taneQ ._ 
(, 2 . .— Doms . sin’, 
1 8°? ° s 2.4.6 S, 
3 
Cl 7.9.sin?# 4, C 1.3.5.7 mA,tangQ . 0) 
u, — b) a eu ‘ u . 
5 10? As ’ 2.4.6.8 10? 


\ 
\etc, etc. 
quarum ope singuli termini seriei (1) post initialern F computantur e datıs aut L 


et Maut@Get N ope angulorum 


3.) \ Oo = arc sin(sine.sin L) — arc tang (tange. sin G), 


(’9 = arc tang (tange.cosZ.cosW/) = arc sin (sine. cos@. cos \V), 


e quibus et compulas 


} 
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4) Pr BR ME sine c0se cosı TEEN RER 
) 0 = arcc0s(cosdeos 9), AM Yreinle— 9). sin(e+9)] — sine cos.tangp cosp 
cose 
YVIsin(e— #).sin(e + 9)] 


nec non tangp = sıve adıumento formulae 


(5.) (5) rc sin ( .. ) 
>. = u 73 
: / ATS cos c0S C) cos © 

Priusquam vero calculum recurrentem e formulis (2) incipias, ex angnlo 
modo invento p computabis quantitates Ay, A, Ay, As, etc. vel potius ıpsarum 
logarıthmos e formulis 


2sin(47—3p) _ 2sing(e— +) .sin!(e+ 9) 


“ 


sin cose 
0 
A, = 1 — 2.tang’p. 4, j 
1 
A, = 1- 4.tang’p.A, , 
L 2 2 
| As = 1- 2.tang’p.A, , 
(6) u 6 
\4,=1- „.tang'p.As > 
10 4 


k 
nu 
I 


5 l— 7 tang” p .A;; 


2r n 
\ A, =1- I, _ g tang“p - Ar-ı 


in usum commodiorem hoc loco repetitis. Formulae (2) ad maximam partem 
congruunt cum formulis (3) articuli praecedentis, ıta ut factorum logarithmis 
plerisque etiam nune uti queas, quae est sublevatio caleuli non spernenda. 

Si vero singulos terminos seriei (6) in articulo (17) invenfae 
P-y= 5 — I— cos e.cos!.[A,amce1s-+ Ö, A, sin? 4. 7'(ame ww) + 0, A,5int 4 .)2(ame u) 

+0,43, sin, 2 (ameu)-+-----] 

hoc modo repraesentatae 

(7) P-%9 =37r-F-D,-D -D,-D,—-D,, -..... 


. . N . 

computare vis calculo recurrente, sumto signo nr cose cos/, erit 
« } P 

72 n " . en‘, . n . .) \ 

D,= cos" Jo.ameu; Dos 3 9ı A sin?9.2 (ame); D=os 50924,sin'd% (ame) 


et generaliter D,— 05 5° dr. Ir. sin” 2” (ameu). E corporis sphaeroidici excen- 


trıcitate € computabis prımo «quantitates lente crescentes u Ar A vel 


potius Ipsarum logarıtımos e formulıs hoc loco repetitis: 
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| 2sin?’ze 
RR 
cuose 
u. 3 
Bat 
l sine °° I; 
4 I 
1, = 3° eo” 1, —] r 
3 sin?e 
| 6 l 
(S.) N a ATI 
i ın“e ö 
Be 
74 me . 
er 2r 1 | 1 
rn. _T wert, 


auo facto erıt 


nA, lange €) 
/ D, — . arctang ( > ) . 





| cos: sin’@) 
A, nA,taneo . 
D, = (3sin#)‘° = "D,-— 2 -sine), 
1, 3 nA, tang'O 
—— SR 2 u . in3 (- 
D, = (sin?) er D- "ee sin? , 
(9.) \ . 3.9 nA,tang'o 
’ - 0) 3 For u te) . 
DD. =(3 sin:+ )** u Ye k 6 sin’, 
A, 3.5.7 nd, tane’Q) ,_ 
D, = (3sin#)’° 1, D,;, — Er sin’), 
A, 3.9.7.9 nA, tang ’Q 
\ .— (sind) —--D, — . — 2 — + sin? O 
\ D= (sind) 7 D-23468 mw 
ic, ic. 
cos ı+.Y[sin(e — 9), sin(e + ı%)] 
Factorem constantem novum 72 = c0S®.c0s#.cos/ = _ 
lange 
e formula 
7 = arc c0s(c0sY cos’Q) 
. ‚ fsind 
invenis, aut ipsum computabis e formula / = are sin sine/, quo sımul latitudo 


vera puncti initialıs A innotescit. 
Sı vim formularum (2 et) anımo perpendis, formulas has eam ob causamn 
iuste vituperabis, quod duplice calculo recurrente opus est, quarum secundus est 


multo molestior quam primus. Ut taedıesum hoc negotium evites, ad formulas 


articnli (17) ipsas redibis, et funcetionum Z'(amu), i«amu). 2’amz) +»... valores 
(vel eas functionum 7, (ame . 7 (ameu). 7 (ame), u... ) e formulıs 
de ) lang 2) 
amu = aretang\ ne) J Cl ameuz = arcltang \ no 
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computabis adiumento formularum in fine artieuli (17) propositarum, qui quidem 
calculus non est adeo taediosus. Speramus vero fore, qui commoti studio, ut 
difficultates vel si mavis, taediosas has molestias analyticas relevent, opus deside- 
ratum suscipiant parandarum tabularum functionis7’(g), praesertim cum ıintegra- 
lia modularıa et permulta alıa in series tales evolvi queant, quae in singulis ter- 
minis successivis contineant functiones 2 (9), 2°(y), 2(y), 2'(y), etc. 
Functiones hisce similes sunt eae, — forma sive definitio est 


IT... (2r+lD 
4 (g)= u ——ı Ar) sin” Hp Ip. 
eo 


1 [3 . . 
Integrando et reducendo INVEeniıs formulas 


«(y) = 1 00sY 
a(p) = 1— cosp —3sin’p cosp 


ä 1.3 
u(pg)=1— cos P— sin YPcosp — 24 sin'pcosp 
3 1.3 l. 3; > 
wg) =1— cosp—}sin’p cosp — 3 jsin PcosPp—9g46 sin op cos Y 
.c 2 Kö | 1.3.5 
A (p) —1— cosp —3sin”p cosp — 34 sin PCOosp — DA sin pcosgy so... 


1.3.5... @r—-D), 
an we een em . . ( ) L) [6 ) 
2... ET: 

2 , . | .. . R -] . .2 N r .) 2 = 
quae formulae perelegantes similes sunt is, quibus (9); 2°(Y); 4) etc. ex- 
primuntur, at minoris momenti, quinpe cum non sint transcendentes, Sig}, 
functionis «U (g) limes, crescente indice r in infinitum, est 1 — cosp. (1 — sin’ p)' 

22. 


De lineae geodaeticae quadratura. 


De lineae geodaeticae quadratura pauca addamus. Inventa in articulo (6) 
formula 


ö aA cos?e > () ), 

Eun- sine _X\cos? o+*%(0) sive 
=... a  A?cos?e Q 

= ing sin®. cos o+ Fr “2 (0) 


exprimıit zonam, culus ınılıum est aequalor, el cuius latitudo vero Z determina- 


tur formula 


sin 4 
sinL = - i 
sine 











338 13. Fundamenta Trigonometriae sphaeroidicae exacta. 


Sı eam huius zonae partem quaeris, quae continetur inter meridianum prımum 


PAE et meridianum PMF, qui cum illo facit angulum, cuius arcus = 9, huius 
quadrigoni area erit 


op Mr 2 
In 7, sıve 
R .. . A?cos?e 
rn -sınY).cos’O.p + = -_ p.L8(0) 


et ipsins differentiale, habiıta ratione ad varıabilem p, Itaque est 


A? h A? cos? e 
+ N I.COIN.0H + : 
2sine / 2sine -LO).Og. 
Si vero ‚S designat aream quadrigoni EAMF sphaeroidici, cuius latus AM est 
arcus lineae geodaeticae, pariter erit 
42 


Any sin) .cos?4.0p + 
Dsin e 


A? cos?e? Ud.; 
2sine . ( )).Op» 

dummodo g habetur pro functione arcus sive amplitudinis 9, sive vice versa & 

habetur pro functione arcus p, qui est differentia longitudinum geographicarum, 


quae ad lineae geodaeticae puncta A et M pertinent. Quare esi 





A? cos? ıF "sin A? cos?e 5 
= . -. Ö 2 a y 
5 >sine co2o “FF Zeine L(P).op- 
v eo) 
On: i 103 sinp dn?u.Ou 
ia verosn®Y = sın ?. snclH. co?) — 2. et dg = . — 
Jui ro sin sin i ( C dnc 077, cosg 1+ tang?g.sndu 
sin () | sind sinp  enudn’u.Ou sinpsin?®  dn’u.oOsnu 
> — O0 = -——z° . n — - — ıdeoque 
est er sind cosg (I+-lang’g.sn’u) cosgcos’+ I-lang?g.sn’u ’ | 
R A sinp sind dn’u.osnu A? cos?e a ) 
= + - - (- )er. SIVe 
2cos g sine 1 + tang?’ 2, sn?w 2sine U): 7 
en) en) 
” Pr A . 
dn’u. Isnu A? cos?e 
S$= 14° tanoe. > IrlCe .ogq. 
‚4 ‚langz ıi + lang we; sn?u 2sine x )) ”. 
e/ 0 e 0 
Onia 2m) 1/1+ sine 1 + ksncu 
ula “)) = loo - = | .:ı es 
x (9) log I — sin ” 1 — ksncu 
‚I+k sneu 
’# “) 2 ogy 
R 1: dn?u.oOsnu A? cose sinp 9u.dn®u.| 1 — ksneu 
8 — 1 A’tanoe a zur 
lang 5 PH tang?g.sn’u  2sine.cosg 1 + tang?g . sn?u 
v 
sıve 
/iksne u 
j “ dn?u.Osnu -Ou.dnu eV ı- ksnc u 
SS ı J4't: Oo, ; e gp- i an?, 


0 0 


Integrale in huius formulae parte prima facillime eruitur, at integrale in 
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parte aitera contentum, quomodocunque ipsium transformabis, in forma finita ex- 


hibere frustra conaberis. 
Adhibito parametro a artieuli (11) invenies 


l k anc 
..) U log | + > 


S 2. “ dn?u. IS u 14 1 — ksneu 
—_.# ungg: 14 lang? g zen ya - cos’ e cos” ß ji u gen 
0 
ee : , sin? © " IE 
(una vero 1— dne”asne u = 1— ind, el formula 9 = am(k (K—u).. ;, diffe- 


rentiando ft 99 = — kancu.du = — V(dnu— k*).du, vice versa est 


—00 : : 
) Ä — — 24€ c i S 
Ol | (cos? )— c0s?F) ‚ quare ınven! 
R 2? :(In?u.Osnu j . — 9). 99 
9; langg. + 3/cos ecos’gtangpf7 

! ce) ano?sn? 2 fe) © sin? ‚ 

I + tang“ sn’ u 1 9. V(sin??—sin?9) 
eo), 77 sın‘e 
ol 


Sı 89 = sumis, fit 9 = /(l), 99 = Gag, mO= Jangıv, 


ıta ut differentiale partıs secundae obtineat formamn 


— v.dy.VA-— ro uw) 
Tang? 7 ei j 
nn hr) 
R- wer '). V ‚(sin®; Tang? w 


Script. d. 2. Martıı 1847. 


Crelle’s Journal f. d. M, Bd. XLII. Heft 4. 45 
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14. 


Ueber Torsionswiderstand und Torsions- 
festigkeit. 


(Von Herrn Dr. E. Segnitz zu Eldena.) 


Die Lehre von der Torsion elastischer Körper ist für den Techniker und 
Physiker wichtig, aber bis jetzt in den Handbüchern der Mechanik meist nur erst 
ziemlich kurz und unvollständig abgehandelt; es kommen dabei sogar noch Un- 
richtigkeiten vor. JPorsson verweiset in seinem Traite de Mecanique (tome 1, 
2° edition p. 599) auf eine Abhandlung in den Memoiren der Pariser Akade- 
mie, wo er den Gegenstand ausführlich behandelt habe. Diese Abhandlung habe 
ich leider noch nıcht zu Gesicht bekommen können, da die ältern Jahrgänge der 
gedachten Memoiren auf der Greifswalder Universitäts-Bibliothek fehlen; ich 
kenne daher nur Dasjenige, was davon in die Jahrbücher der Physik, nament- 
lich in den Supplementband zu Baumgaertner's Naturlehre, übergegangen ist. 
In dem Traite ete. führt Porsson lediglich an, er habe gefunden, dass der Tor- 
sıonswiderstand einer elastischen Rutbe von kreisförmigem 
Querschnitt der vierten Potenz ihres Durchmessers proportional 
sei; was auch durch die Erfahrung bestätigt werde. Man möchte daraus fast 
schliessen, dass er selbst auf die von ihm gefundene Constante wenig Werth 
lest. O/ım (Lehrbuch d. Mechanik, Bd. II, S. 429) beschränkt sich ebenfalls 
darauf, obiges von Porsson herrührende Resultat in einer Anmerkung als ein 
solches zu erwähnen, welches mit der Erfahrung übereinstimmen solle ; ohne auf 
den Gegenstand weiter einzugehen. In den mehr practischen Lehrbüchern der 
Mechanık und Maschinenlehre z.B. in Buchanan's Mühlen- und Maschinenbau- 
kunst (aus d. Engl. von Jacobi, Berlin 1825, S. 197 u. f.) ist nur von der Tor- 
sionsfestzgkeit die Rede, obgleich sich der Verfasser (Uebersetzer ?’) durchgängig 
des Ausdrucks Torsionswiderstand dafür bedient. Gerstner leitet (Handb. d. 


Mechanik, Bd. I, S.374 u. f.) aus theoretischen Beobachtungen eine Formel für 


den Torsionswiderstand her, begnügt sich aber, auf dem Wege des Experiments 
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das directe Verhältniss zwischen dem Moment der wirkenden Kraft und dem 
Torsionswinkel nachzuweisen ; rechnet man nach, so findet sich, dass die Gerst- 
ner sche Formel den Torsionswiderstand bei weitem zu gross an- 
giebt. Eben so sieht sich /Versbach veranlasst, im I. Bande seines Lehrbuchs 
der Ingenieur- und Maschinen- Mechanik (S.239), die vorher auf theoretischem 
Wege von ihm gefundenen Formeln durch Einführung andrer Constanten der 
Erfahrung entsprechend zu modificıren. Unter diesen Umständen dürfte es 
nicht überflüssig sein, den Gegenstand hier von Neuem zur Sprache zu brin- 
gen. Gewöhnlich geht man bei Begründung der Formel für den Torsionswider- 
stand etwa von folgenden Betrachtungen aus. 

Man stelle sich den gewundenen Körper, welcher zunächst von eylindri- 
scher Gestalt (mit kreisförmigem Querschnitt) angenommen worden war, aus lau- 
ter elastischen Fasern bestehend vor, welche im natürlichen Zustande mit der 
Axe des Cylinders parallel laufen und mit ihr von gleicher Länge sind; die beiden 
andern Dimensionen der Fasern können unendlich klein angenommen werden. 
Das eine Ende des Cylinders sei fest; an dem andern wirke ein sogenanntes Ge- 
genpaar von Kräften, welche das freie Ende um die Axe zu drehen streben. Das 
Moment dieses Gegenpaares ist die unbekannte Grösse, welche wir hier als eine 
Function des Torsionswinkels auszudrücken suchen und Torsionswiderstand 
nennen wollen. Die gewundene Faser AD (Fig. 1), deren Abstand von der 
Axe gleich o sei, wird eine Curve von doppelter Krümmung in der Oberfläche 
eines Cylinders von dem Radius g, und zwar die möglich kürzeste Linie zwischen 
ihren beiden Endpuncten, also eine Schraubenlinie bilden. Ferner wird in jedem 
beliebigen, auf die Axe senkrechten Querschnitt, der Torsionswinkel dem Abstande 
des Querschnitts von dem festen Ende des Cylinders proportional sein. Stellen 
wir uns nun jene Cylinderfläche ın einer Ebene ausgebreitet vor, so wird, unter 
der Voraussetzung, dass der gewundene CGylinder seine Gestalt im 
Ganzen nicht verändert hat, ein rechtwinkliges Dreieck A BD (Fig. 2) 
entstehen, dessen Hypothenuse AD die durch die Torsion verlängerte Faser dar- 
stellt, während ihre ursprüngliche Länge AB = / war. Bezeichnet man den 
Torsionswinkel BCD (Fig. 1), am freien Ende (durch die dem Radius 1 entspre- 
chende Bogenlänge ausgedrückt) durch g, so ist die zweite Kathete BD = o4 
und AD = (’-+g’y?). Ferner ist das Verhältniss der Verlängerung, welche die 
Faser durch die Torsion erfahren hat, zu ihrer ursprünglichen Länge oder: 

ED Viro’yP)—I 0°? 
FT FRodinemeper © = =y(1+ 5 
45* 
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Es sei nun & der sogenannte Klastieitäts- Modul oder diejenige Kraft, 
welche erforderlich sein würde, um ein Prisma von dem Querschnitt 1 und aus 
demselben Stoff wıe der vorliegende Cylinder, auf das Doppelte seiner ursprüng- 
lichen Länge auszudehnen, insofern eine solche Ausdehnung noch innerhalb der 
Grenzen der vollkommnen Elasticität läge. Setzen wir noch den Quer- 
schnitt der Faser gleich 4, so ist die der Verlängerung ED (Fig. 2) proportionale 
Kraft, welche in der Richtung D_A der gewundenen Faser ihrer weiteren Aus- 


dehnung enteegenwirkt: 


p=su(V (1+F —1). 


Dieselbe kann offenbar nicht ohne das Hınzukommen einer dritten Kraft mit 
einer in der Richtung der Tangente D F wirkenden Kraft im Gleichgewicht sein. 
Die Grösse der beiden letzteren Kräfte, die durch p“ und p bezeichnet werden 
mögen, ıst unbekannt; die Kenntniss der Richtung von p“ würde aber, ın Verbin- 
dung mit dem Umstande, dass zwischen den drei Kräften Gleichgewicht Statt finden 
soll, hinreichen, die beiden Unbekannten ıhrer Grösse nach zu bestimmen. Nimmt 
man jene dritte Kraft p“ als parallel mit der Axe wirkend an, so erhält man (ab- 
gesehen von dem Einwurf, dass es an einer physicalischen Begründung dieser 
Voraussetzung gänzlich fehle) einen Werth für den Torsionswiderstand, welcher 
sich selbst durch den rohesten Versuch als bei weitem zu klein erweiset. Dage- 
gen lässt sich aus dem Seitendruck der Fasern, den sie auf einander ausüben, eine 
ın der Richtung DG, perpendieulär auf die sewundene Faser wirkende Kraft p“ 
herleiten. 


Soll dieselbe mit p' eine DF genau entgegengesetzte Resultirende hervor- 


pP =; 7 "= sul] #7 gr )-:,) 


sein: für die Resultirende selbst ergiebt sich: 


(1.) p=ın (+ = ii (>,+ 1)). 


Diese Resultirende wirkt an dem Hebelsarm g, mithin ist das entsprechende 


Moment: 
op= «u(5+} ;S Q° u ; (> +o ?))- 


Fasset man sämmtliche Fasern von demselben Abstand g zusammen, so ist die 


bringen, so muss 


Summe ihrer Querschnitte 209g und das Torsionsmoment eines Ringes, dessen 





N 
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innerer und äusserer Halbmesser g und g+ 90 sind, oder das Differential von 


dem gesuchten Torsionswiderstand des ganzen Cylinders ist 


I ( 4P 
oT= 2re(.0+78 eV (+ ))0e R 


Hieraus findet man den Torsıonswiderstand eines Cylinders von 


dem Halbmesser r und der Länge / für den Elasticitäts- Modul & und einen 


Torsionswinkel p, indem man zwischen den Grenzen eg = und e = r integrirt, 
nämlıch: 
wg p ie 1? 3 
@) T=m|r+1? 434-3 +”) |. 
p 21 34 > \p 


In dieser Gestalt ist die Formel zur wirklichen Berechnung kaum tauglich, 
indem, wenn man mit siebenstelligen Logarithmen rechnet, diejenigen Ziffern, 
welche noch sicher sind, sich gegenseitig aufheben. Es ergiebt sich aber durch 


Auflösung des letzten Gliedes in eine unendliche Reihe: 


2 RR [.rY ro? vr’? 
(3.) = wer ( rd, = — 7 2 4 ..... ) . 


2 ro . BER - 
In der Ausübung pflegt 7 eine sehr kleine Grösse zu sein. Gerstner 


führt ın seinem Handbuch der Mechanik (Bd. I, S. 352) ein Beispiel an, welches 
er auch seinen weitern Berechnungen über die erforderliche Stärke der Wellen 
zum Grunde legt, wo r = 10“ und /=240“ war; den Torsionswinkel giebt er zu 
0,117’ an; hiernach wäre 
rp be l 
7; >= 0,000055 — 10: ° 


Gerstner hat nun zwar den Torsionswinkel nicht gemessen, sondern nur nach sei- 


ner unrichtigen Formel berechnet, jedenfalls war aber doch 
o_ 1 r’ op? 1 r’g? l 
ds an — ._. — . — ee" —— . 
ıw P<o: Pi 
u.s.f. Beı physicalischen Beobachtungen kommen freilich Torsionswinkel vor, 


welche mehre ganze Umdrehungen betragen; indessen sind dabeı die Drähte 


. 2 nt rp i 
oder Fäden so dünn, dass die höhern Potenzen von 7 auch hier unbedenklich 


weggelassen werden können. Man pflegt sich aus diesem Grunde mit dem ersten 
Gliede des obigen Ausdrucks zu begnügen und 


zer’g 


(4.) T=-", 


zu setzen. Will man den Torsionswinkel lieber in Graden haben, so seı a die 





Anzahl dieser Grade, und es findet sich: 
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. er n?er!a 
(9.) != 7202 . 

Um auf analoge Weise den Torsionswiderstand eines Prisma’s von qua- 
dratischem Querschnitt zu finden, mögen, der leichtern Integration wegen, statt 
des Abstandes g rechtwinklige Coordinaten ©, y eingeführt werden, welche pa- 
rallel mit den Seiten des Quadrats an dem freien gewundenen Ende sind und in 
dessen Mittelpunct ıhren Anfang haben. Es wird dann in der Gleichung 1) statt 
g der gleichgeltende Werth Y(a?+ y’) und 9x Oy statt «u zu setzen sein. Vor- 
her wird es jedoch gut sein, die Wurzelgrösse in eine Reihe aufzulösen. Dann 
ergiebt sich für den Torsionswiderstand eines quadratischen Schaftes der 
Ausdruck 


OR BD 48 g } ” g°? ö op? & 3 ie. 
(6.) 7 u. AA a rer HN’... [9r08yY. 
Bezeichnet man die halbe Seite des Quadrats durch s, so sind die beiden Integra- 


tionen, die eine nach @, die andre nach y, zwischen den Grenzen —s und+ s 


auszuführen; sıe geben 


3 __3 b 5 
nr r sp $ f Ss f 
u 3 1. 
va 7 €&5 (: N 4 1 Be we: ..... ) , 
oder, wenn man bei dem ersten Gliede stehen bleibt, annähernd: 
desto 
Ss. T’= —— 
u Ä 31 
und für einen ın Graden ausgedrückten Torsionswinkel: 
9 este 
( BEE a 2 en en 
(9.) gi —— 1351 “ 


Um an vorstehende Formeln den Maassstab der Erfahrung legen zu kön- 
nen, ıst zuvörderst die Kenntniss des Klastieitäts- Moduls g nöthig. Derselbe 
kann auf verschiedne Weise durch Versuche gefunden werden. 

Erstens durch Ausdehnung. Wird ein elastischer Körper (Draht oder 
Prisma), von dem Querschnitt 4 und der Länge /, durch die Kraft p, welche je- 
doch keine bleibende Gestaltveränderung hervorbringen darf, um 4/ verlängert, 


so 1si 


Zweitens durch Biegung. Wird ein elastischer Stab von rechteckigem 


Querschnitt und hinreichender Stärke, um nicht schon durch sein eignes Gewicht 


eine merkliche Biegung zu erleiden, in horizontaler Lage an seinen beiden End- 





14. Segnitz, über Torsion. 345 


puncten unterstützt, aber nicht fest geklemmt, und in der Mitte ein Gewicht » 
angehängt, welches eine nur sehr kleine Senkung @ hervorbringt, so wird der 
Elasticitätsmodul durch die Formel 

m u 

 Agbei 

gefunden, wo d die Breite, ce die Dicke (in der Richtung der Schwere) und / die 
Länge des Stabes bedeutet. 

Wird, drittens, ein solcher Stab an einem Ende eingeklemmt, während 
das andre frei bleibt, in der Richtung der Dimension ce in Querschwingun- 
gen versetzt, und ist ferner die Beschleunigung der Schwere, d.h. die in der 
ersten Secunde erlangte Endgeschwindigkeit eines freifallenden Körpers g und das 
der Raum-Einheit des Stoffs, aus welchem der Stab besteht, zukommende Ge- 
wicht y, so findet zwischen der Anzahl rn der in einer Secunde beobachteten 
Schwingungen und dem Elasticitätsmodul folgende Beziehung Statt: 

3,51566..c 1/:2g 
u A 5 
Wird die Anzahl n aus dem gehörten AKlangton geschlossen, so ist zu 


beachten, dass in obiger Formel der tiefste Ton (ohne Knoten) vorausgeselzt 


wird; für die höheren Töne ist der Coefficient 3,51566 --.-- — (1,57501 ....- )" 
nicht mehr gültig, sondern es entsprechen diesen höheren Tönen die Quadrate 


der übrigen Wurzeln, welche sich aus der Gleichung: 
2 
0082 u — = 
ergeben, wo e die Basis der natürlichen Logarithmen ist. 
Endlich, eseriens, ıst die Anzahl der in einer Secunde erfolgenden Längs- 
schwingungen eines elastischen Stabes: 


er (Veg), 
2lyy’ 
woraus der Elasticitätsmodul ebenfalls leicht berechnet werden kann. 

Die analytische Begründung vorstehender Formeln findet man unter An- 
dern in der Abhandlung „Ueber Schwingungen, mit beson derer An- 
wendung auf die Untersuchung der Elasticität fester Körper, 
welche der für die Wissenschaft und für Alle, die ihn näher kannten, viel zu früh 
verstorbene Seebeck (der Jüngere) dem Programm für die im Jahre 1546 an der 
technischen Bildungsanstalt und Baugewerkschule zu Dresden anzustellenden 


Prüfungen vorausgeschickt hat. Die neusten und umfassendsten experimentalen 
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Untersuchungen über diesen Gegenstand sind meines Wissens diejenigen, welche 
IV ertheim, zum Theil in Verbindung mit Chevandier, im Laufe des verflosse- 
nen Jahrzehents angestellt und in den „Annales de Chimie et de Physique” be- 
schrieben hat. Es existirt auch ein besonderer Abdruck dieser Abhandlungen 
unter dem Titel: ‚„Memoires de Physique mecanique, par G. Wertheim; Pa- 
rıs 1848.” 

IV ertheim brachte, um die Schwingungen eines Stabes aus dem zu prü- 
fenden Stofle zu zählen, an demselben ein kleines Häkchen an; dieses zeichnete 
während der Schwingungen des Stabes eine Wellenlinie auf eine in Umdre- 
hung versetzte und mit Russ überzogene Glasscheibe. Da es sich jedoch zeigte, 
dass die Umdrehungsgeschwindigkeit der Glasscheibe nicht hinreichend genau 
regulirt werden konnte, liess er eine Stimmgabel von bekannter Tonhöhe gleich- 
zeitig ihre Schwingungen auf derselben Scheibe abzeichnen. Indem er nun auf 
letzterer, von ihrer Umdrehungsaxe aus, nach der Peripherie Radien zog, und 
wusste, dass die in demselben Radius liegenden Wellen beider Curven nothwen- 
dig genau gleichzeitigen Schwingungen des Stabes und der Stimmgabel entspra- 
chen, war die Unsicherheit entfernt. Die genauere Beschreibung der bei diesen 
Versuchen angewendeten Apparate findet man a. a. O. (Ann. de Chimie etc. 
3e serie, t. X11.) 

Der Durchschnitt der Resultate, welche Vertheim durch Anwendung 
verschiedener Methoden in Bezug auf den Elasticitätsmodul des Schmied - Eisens 
fand, beträgt nahezu 20000 Kilogramme auf den Quadrat-Millimeter. Um Dies 
auf Preussisches Maass und Gewicht (Quadratzolle und Pfunde) zu reduciren, ıst 
mit 1462,56 zu multipliciren ; was 


€e = 29 251 200 


giebt. Hiermit stimmt die Angabe von FVeisbach Aemlich überein, welcher den 
Elasticitätsmodul des Stab-Eisens (a. a. O. I, 197) auf 29 Millionen Pfund an- 
giebt. Führt man letzteren Werth in die auch von Veisbach angenommenen 
Formeln (5 und 9) ein, welche den Torsionswinkel in Graden ausgedrückt ent- 


halten, so ergiebt sich für den Torsionswiderstand einer cylindrischen Welle aus 
Schmied -Eisen: 





T = 397 526 Er 


und für den eines quadratischen Schaftes aus demselben Stoffe 


s!ta 


T' = 674 S61 





l 
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W eisbach findet jedoch nöthig, diese Formeln, da sie der Erfahrung nicht 


entsprechen, zu modificiren und setzt (a. a. O. Seite 239): 


(10.) T = 280 000 "= und 
(11.) T’ = 470.000 -/°; 


was er dadurch zu rechtfertigen sucht, dass, wie er sagt, bei der Torsion die 
Fasern nicht bloss ausgedehnt, sondern auch zusammengedrückt werden. 
Dieser Umstand sei bei der vorausgegangenen Entwicklung, die mit der obigen 
im Wesentlichen übereinstimmt, nicht berücksichtigt worden. 

Alle bisherigen Beobachtungen bestätigen, dass sich der Torsionswider- 
stand in der That wie die wzerte Potenz des Halbmessers, wie der Torsionswinkel 
und umgekehrt wie die Länge der Welle verhält. In Bezug auf den constanten 
Factor aber zeigen sich, namentlich bei Gerstner, noch bei weitem grössere Unter- 
schiede zwischen der theoretischen Formel und der Erfahrung, als die obigen, 
Derselbe findet nämlich (Handb. d. Mech. I, 374 u. f.), obgleich ursprünglich 
ebenfalls von den obigen Betrachtungen ausgehend, den Torsionswiderstand für 
cylindrische Wellen gerade viermal so gross, als ihn die Formel (4) angiebt. 
Der Irrthum ist nicht schwer zu entdecken. Einmal glaubt Gersiner den Unter- 
schied zweier Grössen, welche sich wie secy — 1 zu sec — cos» verhalten, für 
einen sehr kleinen Winkel „ vernachlässigen zu dürfen. Es ist aber: 

O(secyn—1) sinn O(secn — C0Sn) sin? i 

00m cos? 7, u. BE Ta ae 
also nähert sich obiges Verhältniss für unendlich abnehmende Winkel nicht der 
Einheit, sondern dem Bruch ! als Grenze. Sein Ergebniss verdoppelt Gerstner 
noch einmal aus einem nicht haltbaren Grunde, über den er sich selbst nur 
ziemlich unklar ausdrückt; „weil” sagt er „die Ausdehnung auch eine Zusam- 
„mendrückung der innern Theile der Welle veranlasst und so, wie wir bei der 
„Biegung der Balken gesehen haben, auf ein gleiches Rückwirkungsmoment sich 
„stützt -...." Beiläufig ist noch zu bemerken, dass die Gerstner'sche Formel in 
ihrer ursprünglichen Gestalt nur die dritte Potenz des Halbmessers enthält; da 
jedoch der Verfasser den Torsionswinkel durch den Bogen misst, welchen ein 
Punct an der Oberfläche der Welle beschreibt, so entspricht dieser Bogen dem 
obigen ro, enthält also den Halbmesser als Factor. Nach der obigen Bezeich- 


nungsWeise ist die von Gerstner für cylindrische Wellen aufgestellte Formel: 
nerp ner 


7 —— —— EEE DB 
(12.) I= l 180,2 ° 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XLIII. Heft 4. 46 
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Dieselben Abweichungen sind auch in die Berechnung des Torsionswiderstandes 
für quadratische Querschnitte übergegangen. Der von Gerstner für diesen 
Fall gefundene Ausdruck erhält durch die obige Bezeichnungen folgende Gestalt: 


Es’ tes’ 
Ft. u A 


3. T' = 5,1612 

Bei einer 1831 an dem technischen Institute zu Prag angestellten Reihe 
von Versuchen wurde unter andern ein 18 Zoll langer geschmiedeter Eisenstab 
von quadratischem Querschnitt, dessen Seite ;; Zoll betrug, durch ein an einem 
Hebelsarm von 6} Zoll wirkendes Gewicht von 2 Österreichischen Pfunden um 
1,15 Grad gedreht. Das beobachtete, auf einen Hebelsarm von 1 Zoll reducirte 
Torsionsmoment war also: 

I" = 2.6, = 121 Pfd. 
Reducirt man den für Preussische Quadratzolle und Pfunde gültigen Modul 
von 29 000000 auf Österreichisches Maass und Gewicht, so ergiebt sich 
e = 24570 000 und hieraus das nach der Gerstner’schen Formel (13) berech- 
nete Torsionsmoment: 
T' = 79,214 Pfd. 

Selbst wenn man mit Rücksicht auf mögliche Verschiedenheiten der Beschaf- 
fenheit des Eisens & = 20 000 000 setzt, verhält man immer nach 7’ = 64,48, 
statt 12,25 Pfd. Gerstner scheint also gar nicht nachgerechnet zu haben. 

Aber auch die Formel (9) giebt noch einen zu grossen Werth; nämlich 
für den ersten Elasticitätsmodul Z’= 20,464 und für den zweiten 7T=16,658 Pfd. 
Österreichisches Maass. 

Eine bei weitem bessere Uebereimstimmung mit der Erfahrung giebt die 
von Poisson für den Torsionswiderstand cylindrischer Körper aufgestellte For- 
mel. Sie ist, unter Beibehaltung unserer Bezeichnungen: 

m nero mer 

(14.) Fee er 

Dabeı ıst zu bemerken, dass Poisson statt des Elasticıtätsmoduls eine Grösse 
ın die Rechnung eingeführt hat, welche 3 des Moduls beträgt. Setzt man zur 
Vergleichung mit der empirischen Formel (10) von FFeisbach und ın Ueber- 
einstimmung mit den Beobachtungen von FFertheim, e = 29'251 000, so ver- 
wandelt sich die Formel (14) in: 


T = 320 770 


ra 





Für e = 29° 000 000 in runder Summe dagegen ergiebt sich nach derselben: 
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T= 3180907; 

mithin immer noch etwas mehr, als man in der Wirklichkeit gefunden haben will. 
IV eisbach sagt freilich nicht, auf welche Versuche oder Beobachtungen er seine 
Angaben stützt; doch setze ich voraus, dass sie den beim Maschinenwesen ge- 
machten Erfahrungen entlehnt sind und insofern Vertrauen verdienen. Jeden- 
falls steht fest, dass die Abweichungen zwischen den Formeln (5 und 10), so wie 
zwischen (9 und 11), zu gross sind, als dass sie aus Beobachtungsfehlern her- 
geleitet werden könnten. Die oben entwickelte Theorie selbst muss daher noch 
an einem Mangel leiden; welcher auch nicht schwer nachzuweisen ist. 

IVır haben nemlich ziemlich willkürlich angenommen, dass der Cy- 
linder bei der Torsion genau seine ursprüngliche Gestalt beibehalte. Kine 
sehr kleine, für die gewöhnliche Beobachtung ganz unmerkliche Gestaltver- 
änderung muss aber schon einen beträchtlichen Einfluss auf die Grösse des 
Torsionswiderstandes haben. Namentlich liegt es auf der Hand, dass jede 
Verkürzung des Cylinders seinen Torsionswiderstand vermindern muss, indem 
dann eine geringere Ausdehnung der einzelnen Fasern Statt findet, als in der vor- 
hergehenden Entwicklung vorausgesetzt wurde. Dazu kommt noch ein anderer, 
sogleich nachher zu erwähnender Umstand, welcher macht, dass nicht einmal 
die ganze Ausdehnung der Faser als bei dem Torsionswiderstand wirksam 
angesehen werden kann. 

Wir wollen hier nicht, wie Poisson in dem mehrgedachten Memoire, 
auf die Gleichungen zurückgehen, welche die gegenseitigen Wirkungen der Mo- 
leculen darstellen, noch überhaupt den Gegenstand in so allgemeiner Weise be- 
handeln, wie es von dem berühmten Geometer geschehen ist, sondern nur sofort 
von gewissen, durchgängig als richtig anerkannten physicalischen Gesetzen aus- 
gehen, auf welche die mathematische Analyse zuerst sich beziehen muss, während 


Versuche nur die nachträgliche Bestätigung gegeben zu haben scheinen. 


Wenn ein elastischer Körper durch zwei an entgegengesetzten Enden 
angreifende und in entgegengesetzten Richtungen wirkende Kräfte in der einen 
Dimension ausgedehnt wird, so vermindert sich der auf diese Dimension senk- 
rechte Querschnitt nicht ganz in demselben Verhältniss wie erstere zunimmt, so 
dass im Ganzen das Volumen des Körpers sich vergrössert. Es sei 0 die relative 
Vergrösserung der einen Dimension, und dieses d ein so kleiner Bruch, dass schon 
die zweite Potenz weggelassen werden kann: so findet bei einem homogenen 
elastischen Körper gleichzeitig eine relative Verminderung der beiden andern 


46* 
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® 


1 2 
Dimensionen Statt, welche 9 beträgt. Hierbei ist, dem Vorausgeschickten zu- 


folge, jedenfalls »» >2; denn wäre m = 2, so würde, in dem sich die ursprüng- 
liche Länge / ın (1 +6) / verwandelt, der eine der beiden darauf senkrechten 
Durchmesser d, ın (L—306)d, übergehen; eben so der zweite d, in (1 — 30) d,, 
mithin der Querschnitt z in (1-19), oder näherungsweise in (1-0); das Vo- 
lumen k aber würde gar keine Veränderung von der Ordnung des Bruches d er- 


leiden. Ist dagegen m_>?2, so hat man auch: 


(1+5-0)k>k, 


wodurch, ın Uebereinstimmung mit der Beobachtung, eine Vergrösserung des 
Volumens angedeutet wird. Das Umgekehrte findet bei der Zusammendrückung 
elastischer Körper durch äussere Kräfte Statt. Hier ändert Ö sein Vorzeichen 


und es ıst daher 
ER 
(1-5+z5)k<k; 


d.h. es findet eine Ferminderung des ursprünglichen Folumens Statt. Poisson 
setzten = 4; woraus sich für das veränderte Volumen (1#10)%k ergiebt. Die 
Richtigkeit dieses Zahlenwerths ist neuerlich von FVertheim bezweifelt worden. 
Derselbe glaubt ın Folge seiner Versuche, mit grösserer Wahrscheinlichkeit 
m = 3 setzen zu müssen, und gelangt, indem er diese Zahlen mit den allgemei- 
nen Bedingungen für das Gleichgewicht der Molecularkräfte in Verbindung 


bringt, zu dem hier nur beiläufig zu erwähnenden Resultat, dass sich die gegen- 


nn 


«/ 


seitigen Wirkungen der Moleculen umgekehrt, wie die ezerzehnte Potenz ihrer 
Abstände verhalten. (Man sehe: Memoire sur !’equilibre des corps solides ho- 
mogenes, presente a l’Academie des Sciences le 10 Fevrier 1848 par M. G. IV ert- 
heim; Aun. de Chimie etc. 3"® serie t. XXIII.) 

Wir wollen jetzt das Vorstehende auf den Torsionswider- 
stand eines Gylinders von der Länge / und dem Halbmesser r anwenden, 
den wir auch hier wieder als aus einzelnen, ursprünglich mit der Axe parallelen, 
elastischen Fasern zusammengesetzt ansehen. Nach der Torsion um einen Win- 
kel, dessen auf den Radius 1 reducirte Bogenlänge p sein mag, gehe die Länge / 
in /+ al über, und der Abstand g einer beliebigen Faser von der Axe in +. 
Durch die in die Längenrichtung der gewundenen Faser fallende Componente 
der wirkenden Kraft wird die Faser eine Ausdehnung erfahren, deren Verhält- 


niss zur ursprünglichen Länge wir mit z bezeichnen wollen. Ferner werden 


sämmtliche Fasern von gleichem Abstand g einen Seitendruck auf einander aus- 
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üben, ohne welchen, wie wir oben gesehen haben, überhaupt kein Gleichgewicht 
Statt finden könnte. Die Richtung dieses Drucks auf eine einzelne Faser bildet 
eine Tangente an den innern Cylinder, von deın Halbmesser v, oder genauer, 
g+ 49. Die dadurch hervorgebrachte relative Verkürzung der entsprechenden 
Dimension sei e. Nimmt man den Querschnitt der Faser von der Gestalt abe.d 
(Fig. 3) an, so, dass derselbe von zwei concentrischen Kreisbogen ab, cd, und 
den Geraden ad, bc, welche verlängert in der Axe des Cylinders sich schneiden, 
eingeschlossen ist, so sind die Drucke op, 09, welche die Faser von beiden Seiten 
erleidet, nicht genau entgegengesetzt, sondern schliessen einen sehr kleinen W ın- 
kel w ein. Sie haben daher eine Resultirende or, welche die der Axe näher |ıe- 
genden Fasern in der Richtung des Radius auszudehnen strebt. Die entspre- 
chende Vergrösserung des Durchmessers einer einzelnen Faser, ebenfalls wieder 
als Bruchtheil der ursprünglichen Dimension ausgedrückt, sei w. 

Dein Vorausgeschickten zufolge bringt nun jede der drei so eben betrach- 
teten Kräfte nicht nur eine Veränderung derjenigen Dimension der Faser hervor, 
welche mit der Richtung der Kraft übereinstimmt, sondern auch eine Verände- 


rung ın den zwei darauf senkrechten Dimensionen. Die letzteren beiden Varıa- 


i ! 
tionen haben aber immer das entgegengeselzie \ orzeichen und betragen nur = 


der ersteren. Die ursprüngliche Länge einer Faser ist der der Axe gleich, also /: 


nach der Torsion geht sie in 


1 I 
(I+ur,: -ze)l 


über. In dem Dreieck ABD (Fig. 2) seı AB die Läuge /+ 1/ des gewundenen 
Cylinders und AD die Länge der gewundenen Faser, so ıst 
BD=(e-+10)%. 


Setzt man noch der Kürze wegen den Winkel BAD= ,, so ergiebt sich 


1 1 
(1 RZ e— „e)l= (!+Al)secn, 


oder, wenn man von secn den Werth 


u (0 + A 0)” Y j 
se„=1-+ 2(d+ m) 


einführt und einige leichte Reductionen macht, bei welchen die höhern Poten- 


ö 0°? Al Ao 2.2 5 
zen und Producte der sehr kleinen Grössen r. TR der Folge 


überall, weggelassen werden, als erste Bedingungsgleichung: 
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2 a 
(1.) RZ ’‚—- „v,= 3er +T : 

Fasset man ferner sogleich sämmtliche Fasern von demselben Abstande Q 
zusammen, so ist die Summe ihrer Durchmesser nach der Richtung der Tangente, 
im natürlichen Zustande, 279. Durch Betrachtungen, welche den in Bezug auf 
die Längendimension der Faser angestellten analog sind, findet sich, dass diese 


Summe der Durchmesser für den gewundenen Zustand ın 


1! 1 
ei le 
(1 m u „v)2re 


übergeht. Stellt man sich die von diesen Fasern gebildete Cylinderfläche in einer 


Ebene ausgebreitet vor, so wird sie ein Parallelogramm ADJL (Fig. 2) sein, 
dessen Grundlinie 

DI=27r(0o+ 4o) 
und in welchem der Winkel 

DIL = ST u 

ist. Hieraus ergiebt sich ein zweiter Ausdruck für die Summe DK jener Durch- 
messer im gewundenen Zustande, und wenn man denselben dem vorhin gefunde- 
nen gleich setzt, die weitere Beziehung 


1 


l 
5 er? . u ’ — © . 
2ro(1 Bu — ©) = 2r(g+ A0)cosr 


S 


zur Bestimmung der unbekannten Grössen u, e, w, Al, Ag. In Erwägung, dass 
@+do®g! , 
20+ 40% ....® 


ist. lässt sich die vorige Gleichung auch ın folgende verwandeln: 


cs„=1— 





[i l 09? Jo 
(11.) m utrre+ m vw = ae 0 . 


Bezeichnet man Drittens, den Durchmesser der Faser ın der Richtung des Halb- 
messers, und zwar zuvörderst im natürlichen Zustande, durch das Differential de 


des Abstandes von der Axe, so wird derselbe nach der Torsion in d(@-+ Ae) 
übergehen. Dies giebt: 


1 l 
(1 m ut, ® wog = d(e + Ag) 
oder 
1 1 o.4oö 
(I11.) -Zu ww. v= = 


Der Seitendruck, in Folge dessen sich der Durchmesser der Faser (in der 


Richtung der Tangente) um e vermindert, beträgt auf die Längen - Einheit der 





14. sSegnitz, über Torsion. 35: 


. 
Faser ed o; mithin ist die Resultirende or (Fig. 3) gleich 2evOosin;w, oder, 
wenn man sich unter & einen unendlich kleinen Winkel (den Contingenzwinkel 
der die Richtung der gewundenen Fasern rechtwinklig durchschneidenden Schrau- 
benlinie) vorstellt, gleich ecogw. Der Durchmesser einer Faser, in dem Abstande 
9‘ von der Axe, und zwar ihr Durchmesser nach der Richtung des Radius, wird 
nun durch alle jene Resultirenden (or‘) ausgedehnt, welche den in demselben 
Radius, aber entfernter von der Axe liegenden Fasern entsprechen. Die Summe 
derselben wird durch ein zwischen den Grenzen g° und r genommenes Integral 
ausgedrückt, und muss gleich sein dem Product aus der relativen Ausdehnung 
des Durchmessers, dem auf die Richtung der ausdehnenden Kräfte senkrechten 


Querschnitt und aus dem Elasticitätsmodul &. Sie ist also 


° 
. 
ewo'w = Jerogu , 
v 


oder, wenn man die auf beiden Seiten gleichen constanten Factoren, so wie den 


Index von g, der jetzt nicht weiter nöthig ist, weglässt: 


a=Ü— feoe: 
[7 

wobeı C eine von dem Abstande g unabhängige Constante bezeichnet. Differen- 

tiirt man endlich diese Gleichung, so findet sich: 

(IV.) woetedw = —rdn. 

Die vier Gleichungen, welche aus dem obigen Gesetz für die Gestaltver- 
änderungen einer homogenen elastischen Faser und aus der Bedingung abgeleitet 
wurden, dass der Cylinder auch im gewundenen Zustande ein Continuum bilden 


soll, der besseren Uebersicht wegen noch einmal zusammengestellt, sind folgende: 


(1.) a = D- 2. zZ = Pr e 
(II.) - utre+ = w = = — Fr > 
(111.) _. ut 2 c+w= arm 
(IV.) Q . + +e=V. 
Aus (I, II u. III) ergiebt sich: 
= I, =- 7 Pf ee — (m—]1)' m +(m— 2): Er 
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Geht man, wie bisher, von der Voraussetzung aus, dass dieEndfläche des 


Cylinders auch nach der Torsion eine Ebenebleibt, so ist 4/ von o 
unabhängig 


oO 0? 


also 
oO 


(m—-2)( m +1) 9w ' 0? Ao oAo  Ao 
m N 08 * (m— )Q 00° : 


. 


00 0 





’ | a ee ., (m — 2) (m + 1) 
Führt man diese Ausdrücke ın die vorher mit 


— multiplicirte Glei- 
chung (IV) ein, so erhält man: 


O° lo „240 le mn? 0°? 0 
S 00°? 00 0 m—1 2% 7 





Ein Punct, welcher sich ursprünglich zn der Axe des Cylinders befand, 
wird auch nach der Torsion in derselben bleiben ; denn während des Uebergan- 
ses in den letztern Zustand sind die auf einen solchen Punct wirkenden Kräfte 
stels ganz symmetrisch um denselben vertheilt, so dass kein Grund ıst, warum 
der Punct aus der Axe heraustreten sollte; mit andern Worten: 4o und o 


müssen gleichzeitig verschwinden. Setzt man demnach 


Je=a-+r b Q° + c.g’ + do‘ ER 
so wird: 
/Ao , i 
a + bo+ co + do +... 
() 
ra) lo z . 
= a +2bo+3c+ Ade+...-- 
i) 
o0°do m ’ . 
05, >= 2bo +6c® +12d0’ + .. 
”" 


Dadurch verwandelt sıch die obige Differentialgleichung In: 


m—?2 0°? 


0) . - 3 a a nn 6 = i 
360-+9co + 15do +... = m—1 227 
yr Yin an 
und es ergiebt sich 
m—2 q° 
CE = . og ® 
m—|1l 16i 


b, d und alle Coefficienten der höhern Potenzen von o in dem Ausdruck von 4o 
aber sind Null. 

Um den Werth der eliminirten, also unbestimmt gebliebenen Con- 
stante a zu finden, dient die Betrachtung, dass die Ausdehnung ® an der Ober- 


fläche des Cylinders verschwinden muss. Es ist aber, mit Berücksichtigung der 
bis jetzt gefundenen Ausdrücke: 


(m — 2) (m +1) 3m—2)(m—?2) o?y? AI 
M EN Sm-—l) 2% , 
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Setzt man nun gleichzeitige = r und w=(, so findet sich: 
Im-Hm-d ro 14 
, m(m — 1) WET mı 
m(3m—?2) (r? — 0?)y? 
m-D(m+) IR 
mam—-2) Br r)g? 
uU m—1l) (m +1) 162 
Führt man die letzteren beiden Werthe in die Gleichung (1) ein, so erhält man 


ar 


(3m — 2)r? + (4m? — 6m ) 0? 48 
ne S(m —1)(m +1) Pr 
Unter der Voraussetzung nun, dass die Richtungen der wirkenden Kräfte 
in einer auf die Axe des Cylinders senkrechten Ebene liegen, ist keine äussere 
Kraft vorhanden, welche die in der Axe selbst liegende Faser ausdehnen könnte: 
es müssen also zu und o gleichzeitig Null sein. Hieraus ergiebt sich 
Al 3m—2 r’y*? 
ii ua) P* 
wobei das negative Vorzeichen andeutet, dass der Cylinder bei der Torsion eine 
Verkürzung erleidet. Schliesslich erhalten wir auf diese Weise für die bei dem 
Torsionswiderstande wirksame Längen-Ausdehnung einer beliebigen Faser in dem 
Abstande o von der Axe: 
2m? —3m 0? p? 
a 4(m?—]) r 
Nun ıst, wie sıch schon früher ergan. für den Torsionswiderstand eines Ringes, 
dessen innerer und äusserer Halbmesser o und o + 00 sind: 


au 
N oo = 2re 000 = : 
90° x SS smm 


also, wenn man statt zw vorstehenden Ausdruck und statt sin den genäherten 


u Op 
Werth 7 setzt: 


r 


. [} 

T | 2m’ —3m p , 

T= Ins. ——-:7:0°00. 
Pa | 

u 

Führt man endlich die angedeutete Integration aus, so erhält man für den ge- 

suchten Torsionswiderstand eines Cylinders von dem Halbmesser 


und der Länge /: 
(15.) T = 


d.h. für mn = 4: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIII. Heft 4, 47 


2m’ — 3m r'y 
eig . ) ) : 
5 1 
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m neo’p ner’ c 
(16.) = 62 10807 


Für die benutzten Hülfsgrössen ergiebt sich unter derselben Voraussetzung 


(m = 4): 


0°? ll r’g? 
a. | =: u 

(3o’—r?)p” ll (3r?— 0°)” 
At ui er "|. 

(r? — o’)y Ar u r’g? 
ri - r Br 


Die vorstehende Betrachtungsweise passt allerdings nicht ganz auf qua- 
dratische Schälte, jedenfalls aber scheint es eine für practische Zwecke ganz 
senügende Annäherung gewähren zu müssen, wenn man annımmt, dass Fasern 
von demselben Querschnitt und in gleichem Abstande von derAxe denselben Tor- 
sionswiderstand leisten, der Querschnitt des gewundenen Körpers mag ein Kreis, 
oder ein Quadrat sein. Unter dieser Voraussetzung würden sich nur die Gren- 
zen der Integration ändern. Zur leichtern Ausführung dieser Integration ver- 
wandele man wieder, wie früher in dem ähnlichen Falle, die Polarcoordinaten 
in rechtwinklige. Der Torsionswiderstand einer einzelnen Faser von dem Quer- 


schnitt «ı kann durch 
0 u 


Als: 
e sın 


ausgedrückt werden; es ıst aber für einen quadratischen Querschnitt: 


au — OXCOY 
o= Y(a+y) 
2m’ — 3m p? 


u — 4 m? — 4 - (a?’+ yY)R 
. 2 2 fp 
sinn = ] ("+ y°)' L’ 


mithin ıst der gesammte Torsıonswiderstand eines quadratischen Schalftes: 


en 2m’— 3m g u " , 
ei amd AR wry)o0rXo0y; 


wo die eine Inteeration zwischen den Grenzen z = —s bs z=-+s und dıe 
zweite zwischen den Grenzen y=—s bis y=-+s auszuführen ist, wenn 


man nämlich, wie oben, die halbe Seite des Quadrates durch Ss bezeichnet. Dies 


giebt: 


ı- ry 4m? — 6m op 
(17.) I m. 
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und für m = 4: 
; a 
(18.) Ti 888 p_ Ires'e 
91 4051 
Setzt man dagegen mit /Fertheım m=3, so ergiebt sich für einen 


kreisförmigen Querschnitt: 


9 nertg ner’ 
( u BER... 
(19.) tea; 1250. 
und für einen quadratischen Querschnitt: 
3 88°C este 
20. ee 
(20.) i= 4 I 2401 ° 


Setzt man in den Formeln (5, 14, 16 und 19) den Elasticitätsmodul 
= 29,251 000, so erhält man folgende Resultate und Differenzen gegen die 


empirische Formel (10): 


Numerischer Factor des Bruchs 


Formel Tr Differenz dieses Factors gegen den in (10) 
(5.) A400 966 + 120 966 

(14.) 320 773 + 4077: 

(16.) 267 311 — 12689 

(19.) 225 543 — 54457 


Hieraus zeigt sich, dass die Formel (16), d.h. der von mir gefundene Aus- 
druck, wenn man in demselben m = 4 setzt, mit der Erfahrung am besten über- 
einstimmt. Die noch Statt findende Differenz kann sehr wohl aus Beobachtungs- 
fehlern hergeleitet werden; aber wenn nicht, kann, wenigstens in practischer 


Hinsicht, der Umstand, dass der Fehler negativ ıst, oder mit andern Worten, 





dass die Formel den Torsionswiderstand etwas zu klein, nicht zu gross angıebt, 
der Formel nur zur Empfehlung gereichen. Die Formel (14) rührt von Poisson | 
her; die unzweifelhaft unrichtige Gersinersche Formel ist nicht mit aufgeführt 
worden. 

Eben so kommt, wie aus der folgenden Zusammenstellung zu ersehen, 
unter den Formeln für quadratische Querschnitte die Formel (18), welcher die 
Voraussetzung m=4 zum Grunde liegt, der empirischen Formel (11) am nächsten. 


Numerischer Factor des Bruchs 





Formel ae Dilferenz dieses Factors gegen den in (11) 

(9.) 680 702 + 210 702 | 
(18.) 453 801 — 16199 
(20) 352 895 — 87105 


- . 
Hl 
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Die experimen tale Prüfu ng dieser Formeln anlangend, hat Gerst- 
ner bei seinen Versuchen über die Torsion das eine Ende des Cylinders oder 
Prisma s auf einer Drehbank fest eingespannt, während an dem entgegengesetzten 
Ende, ausser dem wirkenden Gewicht, ein Zeiger angebracht war, welcher den 
dem Torsionswinkel zugehörigen Bogen bedeutend vergrössert zeigte. (Man 
vergl. dessen Handb. d. Mech. 1, 377 u. f., so wie Tab. XVI, Fig. 12 u. 13 deı 
dazu gehörigen Kupfertafeln.) Dieselbe Voraussetzung ist in der vorstehenden 
Entwicklung gemacht; in der Praxis pflegt aber keines der beiden Enden fest zu 
sein, sondern es wirken, nachdem eine constante Umdrehungsgeschwindigkeit 
eingelreten ist, an den Wellen und Schäften der Räder in der Regel zwei gleich 
grosse Kräfte, welche erstere in entgegengesetzten Richtungen zu drehen streben. 
Es lässt sich jedoch leicht zeigen, dass in diesem Falle immer noch die früher 
selundenen Beziehungen zwischen jeder einzelnen der beiden wirkenden Kräfte, 
zwischen den Dimensionen der Welle oder des Schaftes und dem Winkel Statt 
finden, welchen zweı ursprünglich parallele Radien an den entgegengesetzten 
Enden nach der Windung einschliessen; vorausgesetzt, dass die Angriffspuncte 
der wirkenden Kräfte in diesen Endflächen liegen. Denn wenn man sich den 
die Axe halbirenden, auf letztere senkrechten Querschnitt fest vorstellt, so hat 
man zwei Wellen von der halben Länge, deren Torsion aber auch nur halb so 


oross Ist, so dass das Verhältniss p: / unverändert bleibt. Die ın der Praxis ge- 


oO 


.. 


wöhnliche Anordnung ıst gewiss auch für den Zweck eines Versuches vorzuzie- 
hen, indem die vollkommene Befestigung des einen Endes schwierig, wenn nicht 
unausführbar ıst. 

Eine Messung der Gestaltveränderungen, welche der gewundene Körper 
erleidet, könnte zur Bestätigung oder Widerlegung unserer Theorie dienen, 
dürfte aber ebenfalls grosse Schwierigkeiten haben, und nur mit Hülfe der fein- 
sten Instrumente bei einem Stoffe gelingen, für welchen die Grenze der Elasticı- 
tät einen hinreichenden Spielraum hat, weıl die Gestaltveränderungen von einer 
höhern Ordnung der Kleinheit sind, als der Torsionswinkel. 

Zur Prüfung des Torsionswiderstandes dünner Drähte ıst ein anderes 
Verfahren nöthig, bei welchem dann die Befestigung des einen Endes nicht wohl 
vermieden werden kann. Es besteht darın, dass man an einem solchen Drahte 
einen schweren Körper hängt, und denselben in Schwingungen um die von der 
Verlängerung des Drahts gebildete lothrechte Axe versetzt. Aus der Anzahl 


der in einer geeebenen Zeit beobachteten Oscillationen lässt sich dann der con- 


« ı 


stante Factor leicht berechnen, welcher, mit dem Torsionswinkel multiplicirt, den 
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Torsionswiderstand giebt. Die Begründung der Formel, nach welcher diese 
Rechnung ausgeführt wird, mag noch, obgleich hinreichend bekannt, der Voll- 
ständigkeit wegen hier Platz finden. 

Es seı AB (Fig. 4) die von oben gesehene Gleichgewichtslage der Mittel- 
linie eines Stabes, welcher an dem zu prüfenden Drahte so aufgehängt ist, dass 
die Mittellinie horizontal ist. Bringt man den Stab in die derselben horizontalen 
Ebene angehörige Lage A’B‘, indem man ihn um seinen Schwerpunct C dreht, 
und lässt ihn hier los, so wird er in die frühere Lage zurückkehren. Die Kraft, 
welche diese Bewegung hervorbringt, ist offenbar dieselbe, welche wir bisher 
unter dem Namen des Torsionswiderstandes betrachtet haben; in dem gegenwär- 
tigen Falle ist aber der Torsionswinkel fortwährenden Veränderungen unterwor- 
fen. Die übrigen, während der Dauer des Versuchs constanten Grössen sollen 
diesmal unter der Bezeichnung k zusammengefasst werden. Nennt man ferner « 
den dem Winkel 1°C A für den Radius 1 entsprechenden Bogen, und ® den 
Bogen, welchen ein Punct der Mittellinie, in der Entfernung 1 von GC, beı der 
Rückkehr des Stabes in seine Gleichgewichtslage schon beschrieben hat, so ıst 
der augenblickliche Torsionswinkel 

g=a—w 
und der entsprechende Torsionswiderstand 
T=klıa—w). 
Nun ıst, wenn man noch die Beschleunigung der Schwere gleich g und das so- 
genannte Trägheitsinoment des Stabes gleich setzt, nach einem bekannten Satze 


der Mechanik, der Zuwachs an Winkelgeschwindigkeit in dem Zeittheilchen ot: 


Ow ke 
Fr] = = -(@ ne ©) of. 
ow OI°’w 2kg 
Eu v [4 Kr ö a due ee | Fe Mn f, . . “ N = - m 
Hieraus folgt 2 FRE Tr (a — w)dw, und durch Integration: 
ow 2 kg 
che WR _ 79 
(5,) ; (2aw— ww); 
wobei die sonst hinzuzufügende Constante offenbar Null ist, weil für den Anfang 
2 i I E32 ‚, gu 
der Öscillationsbewegung, oder für = 0, auch die W inkelgeschwindigkeit 37 


verschwinden muss. Aus obiger Gleichung ergiebt sich für die Zeit, in welche: 


der Stab in die Lage ab gelangt: 


= VG) Jrane- 
ku) kg } V2cew— w”) 
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Es ıst aber, abgesehen von der hinzukommenden Constante: 


, OWw ; w . w 
I, — u?) Zarc lang fr —, — 2are sin | 6 


Um nun die Zeit ?‘ zu finden, in welcher der Bogen a beschrieben wird, ist vor- 


stehendes Integral zwischen den Grenzen vw—=0 bis w = a zu nehmen. Diess 
oiebt 
(=! r| 4 
aut 5 kg 


Eben so ist die Zeit, binnen welcher der Bogen 2« beschrieben wird, 
u ! "2u Iw ’i 
l = | h; e (2 am x) u ’ 
Ev aw — w“) og 
Gleichzeitig ist für den Bogen w = 2a die Winkelgeschwindigkeit 


Iw kg 
0. RE « 0, WORR 
ey = V(- (Zaw—ua ))=9, 
also /“ die Dauer einer ganzen Oscıllation. Wenn man nun r-Oscillationen ın 


der Zeit z beobachtet hat, so findet sich, mit Hilfe der Relatıon 


sofort der gesuchte Factor k, oder 

ıer* . | 

6 gg \s5 7 
Hierbei ıst noch keine Rücksicht auf zwei Umstände genommen, welche 
zwar den Isochronismus der Schwingungen nicht stören, aber doch ıhre Dauer 
ein wenig vergrössern; weshalb vorstehende Formel einen etwas zu kleinen Werth 
für k giebt. Die beiden Umstände sind der FViderstand der Luft und die 
Luftschicht, welche dem schwingenden Körper anbängt, also dessen Trägheits- 
moment vergrössert. Nach den Erfahrungen, welche man bei den analogen 
magnetischen Beobachtungen gemacht hat, ist jener Widerstand der er- 


sten Potenz der Geschwindigkeit proportional anzunehmen, dürfte aber hier, wo 


es sich nur darum handelt, zu entscheiden. ob der numerische, von den Dimen- 


1 


sionen und dem Elastieitätsmodul des Drahtes unabhängige Coefficient }, 4 oder 


.; d.ı. nahezu ! beträgt, unbedenklich vernachlässigt werden können. (Man 
vergleiche: Dr. J. Lamont, Handbuch des Erdinagnetismus; Berlin 1849; 


Seite 56 u. 61. An der ersteren Stelle findet sich eine Bemerkung über die 


Grösse des durch die Weglassung entstehenden Fehlers.) Dasselbe gilt von der 
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durch den zweiten Umstand bedingten Correction. Hinsichtlich dieser nımmit 
man nach Larmont (a. a. d. Seite 62) bei kleinen Magneten gewöhnlich an, dass 
die Vermehrung des Trägheitsmoments so gross sei, als wenn eine Luftschicht 
von 4 Millimetern Dicke an dem Magnet festhinge. Die Rechnungen, welche 
bei dergleichen Schwingungsversuchen zur Ermittlung des Torsıonswiderstandes 
von Drähten vorkommen, sind überhaupt dieselben, wie bei den entsprechenden 
magnetischen Beobachtungen ; und bedarf es in unserem Falle nicht, wıe dort, 
wo die wirkende Kraft eigentlich dem Sinus des Ablenkungswinkels proportio- 


nal ist, der Reduction auf unendlich kleine Bogen. 


Es wurde weiter oben von den Grenzen der vollkommenen Elasticität 
gesprochen. Man versteht darunter die grösste, den dehnenden Kräften proportio- 


nale Ausdehnung, welcher ein elastischer Körper fähig ist, ohne eine dlerbende 


g, 
Gestaltveränderung zu erleiden. Bei näherer Betrachtung scheint es jedoch, als 
wenn eine scharfe Grenze dieser Art gar nicht vorhanden wäre, sondern vielmehr 
Das, was wir dafür halten, lediglich durch die Schärfe der zu Gebote stehenden 
Beobachtungsmittel bedingt würde. FFertheim nimmt als Grenze der Elasticität 
eine bleibende Ausdehnung von 0,00005 der ursprünglichen Dimension an. Wie 
es sich aueb mit dieser theoretischen Frage verhalten möge, so ist es doch jeden- 
falls unseren practischen Zwecken angemessen, für jeden Stoff eine grösste zuläss- 
liche Ausdehnung anzunehmen, welche auf dem Wege der Erfahrung, und zwar 
durch längere Zeit fortgesetzte Beobachtungen im Grossen, nicht wohl durch 
einen einzelnen Versuch, ermittelt werden muss. 

Man betrachte jetzt noch einmal die Veränderungen, welche die die 
Welle eines Rades bildenden, ursprünglich zur Axe der Welle parallelen Fasern 
durch die Torsion in ihren Dimensionen erleiden; und zwar erstens in ihrer Länge, 
zweılens in dem zur Tangente, und drittens in dem zum Radius parallelen Durch- 
messer. Die obigen Bedingungsgleichungen (1, IE u. II) drücken diese Gestalt- 
veränderungen aus. Es ıst jedoch zu erinnern, dass bei der Gleichung (Il) eine 
Umkehrung der Vorzeichen Statt gefunden hat. Wir stellen daher die ursprüng- 
lichen Zeichen wieder her; ausserdem sollen für 

A Jo 040 
l u DO " 077 . 


ihre unter der Voraussetzung m = 4 gefundenen Werthe eingeführt werden. 


Dadurch bekommen jene Gleichungen folgende Gestalt: 
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1 l ( op? 
(1.) er Zn 5-5) % 
I l = 130?\ g? 
a ee a a)? 
l 


| 1 y’ 
(111.) - ur r+o=(G- E "7 


Folgende Zusammenstellung zeigt die grössten positiven und negativen Werthe, 


welche die Ausdrücke innerhalb der gegebenen Grenzen erreichen. 


u 


N erreicht für den grössten positiven Werth und erreicht für den grössten un Wertlı 
Ir’? _0 BR. 4 

(1.) Big 1272 wen Br 
re es rg? 

(IL) o=0 SL Br Br 
2 72 

(HL) 0 = 0 r. o=r 0. 


Die Gestaltveränderungen, welche die Fasern an der Oberfläche des Cy- 
linders erleiden, sind, wie sich zeigt, die beträchtlichsten; es genügt daher beı Be- 
urtheilung der Torsionsfestigkeit, auf sie allein Rücksicht zu nehmen. 

Bezeichnet man die grösste zulässliche Ausdehnung durch Ü, so ergiebt 


sıch nach (N), fürre=r: 
ar’? 


U= je 


Hieraus findet sich für den grössten zulässlichen Torsionswinkel : 


-V@&-v), 


und wenn man diesen Werth ın die Formel 


srer* p 


bl 


einführt, so erhält man, als Maass der Torsionsfestigkeit, den Torsionswi- 


(21.)  _ mer. ] “r U): 


Diese Formel sılt von eylindrischen FW ellen. In einem quadratischen 


Schaft dagegen erleiden offenbar die in den Kanten liegenden Fasern die grösste 


Ausdehnung. Nennt man die halbe Seite des Querschnittes wieder s, so ist das 


T= 


derstand 


(uadrat des Abstandes dieser Fasern von der Axe 25? ; also ist diesmal: 


VGU) 


_dIg‘ 
- pp» 
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’ IR Beste . 
und mit Berücksichtigung der Formel 7’ = - er die grösste Torsions- 


festigkeit 
[> I 2 Ri 5 6 | 
2)  ree)lı) 


Die Torsionsfestigkeit ist mithin unabhängig von der Länge des gewundenen 
Körpers und proportional der dritten Potenz des Durchmessers. 
Nach /YVersbach (Lebrb. I, 197 und „Ingenieur” S. 415) beträgt die 


20 Ir N | 
Ausdehnung des Schmied-Eisens an der Klasticitätsgrenze 1590 ; Setzt man die- 


sen Werth für U und e = 29°251000, so ergiebt sich für die Torsions estigkeit 
eylindrischer IV ellen: 

F = 608 590 r? 
und für quadratische Schäfte: 

I" = 730 560 g 

Verlangt man, wie auch Weisbach, fünffache Sicherheit, so ergiebt sich 

für das nicht zu überschreitende Moment der wirkenden Kraft für ceylindrische 
IV ellen: | 

M = 121718 ’ 
und für quadratische Schäfte: 

M' = 146 112° 

Es ıst katım zu erinnern nöthig, dass ein doppelter Grund vorhanden ist, 
weshalb man sich in der Praxis mit dem durch die Elasticitätsgrenze und durch 
das Moment der Triebkraft vorgeschriebenen Durchmesser nicht begnügen darf. 
Eine beträchtliche Vergrösserung dieser Dimension ist nämlich einmal wegen der 
Möglichkeit einer von aussen nicht zu erkennenden Unregelmässigkeit der Struc- 
tur des Stofls, und zweitens wegen der zufälligen Hindernisse nöthig, die sich 
zuweilen der Bewegung entgegensetzen. Die Würdigung des ersten Umstan- 
des ist kein Gegenstand für den Calcul, wohl aber ist, wenigstens theoretisch, ein 
solcher hinsichtlich des zweiten Punctes möglich. Wenn nämlich durch ein zu- 
fällıges Hinderniss die Umdrehungsgeschwindigkeit % der Welle ın dem Diffe- 
rential 92 der Zeit die Veränderung 9% erleidet, so hat man, mit Berücksichti- 
I. 
sung des Umstandes, dass ng eine negative Grösse ist, für eine zwischen der 
Triebkraft mit dem Momente M und dem Hinderniss befindlichen Querschnitt der 
Welle, für die nöthige Torsionslestigkeit: 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XLIII. Heft 4. 48 
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BR 
F > Mm, 

wo g wieder die Beschleunigung der Schwere und X; die Summe der Träg- 
heitsmomente bezeichnet, welche sämmtlichen, in Umdrehung befindlichen und auf 
der dem Hinderniss entgegengesetzten Seite des fraglichen Querschnittes liegen- 
den Maschinentheilen zukommen, 

Auf hölzerne Wellen sind die in dem Vorliegenden entwickelten For- 
meln für den Torsionswiderstand und die Torsionsfestigkeit nicht anwendbar, 
da sie homogene Körper voraussetzen und beim Holz (abgesehen von dessen sehr 
häufigen zufälligen Unregelmässigkeiten) die Elasticitätscoefficienten in verschie- 
denen Richtungen sehr bedeutend von einander abweichen. Chevandıer und 
IV ertheim geben ın dem „Memoire sur les proprietes mecanıques du bois, pre- 
sente a lAcademie des Sciences, dans sa seance du 5. Octobre 1846, für das durch- 
schnittliche Verhältniss dieser Coefficienten in der Richtung der Axe des Halb- 


messers und der Tangente an den Stamm 
1: 0,165 : 0,091 
und für das der entsprechenden Festigkeiten 


1: 0,163 : 0,159 


an. Der Torsionswiderstand eines Körpers mit verschiedenen Elasticitäten er- 


fordert offenbar eine noch allgemeinere Behandlung des Gegenstandes, als 


die obige. 
Eldena ım Februar 1851. 
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1). 


Ueber das Gesetz der Symmetrie der Krystalle 
und die Anwendung dieses Gesetzes auf die 
Eintheilung der Krystalle in Systeme. 

(Von dem Herrn Prof. Dr. Möbius zu Leipzig.) 


(Aus den Berichten über die Verhandlungen der k. s. Gesellschaft der Wiss. zu Leipzig von 1850.) 








y ER Grundgesetze sind es, nach denen jede Krystallbildung geregelt 
ist: das Gesetz der rationalen Verhältnisse, und das Gesetz der Symmetrie. 

Das erstere besteht darın, dass, wenn A, B, C, D die Ecken einer Py- 
ramide bezeichnen, deren Seitenflächen parallel mit vier Flächen eines Krystalls 
sind, und wenn die drei von einer der Ecken, etwa von D), ausgehenden Kanten 
DA, DB, DC, oder deren Verlängerungen, von einer mit einer fünften Fläche 
des Krystalls parallelen Ebene in A‘, 5’, C* geschnitten werden, die Exponenten 
der Verhältnisse 

DA:DA', DB:DPB, DC:DC‘ 
sich wie ganze Zahlen zu einander verhalten *). 

Werden daher mit drei Flächen einesKrystalls, welche nicht mit einer und 
derselben Geraden parallel sind, durch einen beliebigwo angenommenen Punct D 
drei Ebenen DBC, DCA, DAB parallel gelegt, werden diese Ebenen zu coor- 
dinirten Ebenen, mithin ihre gegenseitigen Durchschnitte DA, DB, DC zu 
coordinirten Axen genommen, und werden die Thelle DA, DB, DC dieser 
Axen, welche sich von ihrem gemeinschaftlichen Durchschnitte D bis zu ihren 
Durchschnitten A, B, C mit irgend einer vierten Ebene ABC erstrecken, die 
Parameter dieser vierten genannt: so kann man das Gesetz der rationalen Ver- 
hältnisse auch dadurch ausdrücken, dass die Verhältnisse zwischen den Ver- 


hältnissen, in denen dıe Parameter irgend einer vierten Fläche des Krystalls 


*) Nach Miller, in dessen Treatise on Crystallography, Cambridge 1939, artel. 2. 


45* 
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su den gleichnamigen Parametern irgend einer fünften Fläche desselben 
stehen, stets rational sind. 

Die hiernach zwischen je fünf Flächen eines Krystalls Statt findende Be- 
ziehung ıst schon ın rein geometrischer Hinsicht sehr merkwürdig. Hat man 
vier Ebenen, von denen keine drei einer und derselben Geraden parallel sind, 
und werden die von einem der vier Durchschnittspuncte D je dreier der vier 
Ebenen ausgehenden drei Durchschnitislinien DA, DB, DC von der vierten 
Ebene in A, BD, C und von einer fünften in A‘, B’, C’ geschnitten, so nenne 
man, wenn die zwei Verhältnisse zwischen den drei Verhältnissen DA: DA‘, 
DBE:DE', DC: DC rational sind, die fünfte Ebene A’B’C’ aus den vier 
ersteren arıtlımetisch ableitbar. WVerden ferner den vier ersten Ebenen 
mehrere andere nach und nach hinzugefügt, dergestalt, dass jede neue mit 
zweien der gegenseitigen Durchschnittslinien der bereits vorhandenen Ebenen 
parallel ıst, so heisse Jede dieser neuen Ebenen aus den vier ersteren geomeirisch 
ableitbar. Es lässt sich alsdann zeigen, dass jede aus den vier ersteren arıthme- 
tisch ableitbare Ebene aus ihnen auch geometrisch ableitbar ist, und umgekehrt, 
dass jede geometrisch ableitbare Ebene es auch arithmetisch ıst. Es lässt sich 
ferner darthun, dass, wenn bei einem Systeme von fünf oder mehreren Ebenen 
aus gewissen vier derselben die übrigen ableitbar sind, auch aus je vier andern 
Ebenen des Systems, von denen keine drei mit einer und derselben Geraden pa- 
rallel gehen, die jedesmal übrigen abgeleitet werden können. Insbesondere kann 
daher bei jedem Krystalle, aus je vier Flächen desselben, von denen keine drei mit 
derselben Geraden parallel sind, eine mit irgend einer fünften Fläche des Kry- 
stalls parallele Ebene ohne Anwendung von Zirkel und Maasstab schon dadurch 
gefunden werden, dass man eine Anzahl neuer Ebenen, jede parallel mit zwei 
Durchschnittslinien der jedesmal schon vorhandenen, hinzusetzt, indem man diese 
Operation immer so anzuordnen im Stande ist, dass man zuletzt eine Ebene, 
parallel mit jener fünften Fläche, erhält, 

Die Richtigkeit der vorstehenden Sätze ergiebt sich leicht aus den ın 
meinem „barycentrischen Galcul” über „geometrische Netze" angestellten Unter- 


suchungen: Untersuchungen, die ich damals für rein geomelrische Specula- 


tionen hielt, ohne ım Entferntesten den engen Zusammenhang zu ahnen, in 


welchem sie mit einer Haupt- Eigenschaft aller Krystalle stehen. Zuerst hat 


Grassmann hierauf aufmerksam gemacht, in seiner „Wissenschaft der extensiven 


Grösse u.s.w. (Leipzig, 1944.) Seite 262 f. 


Nicht eben so bestimmt, wie das Gesetz der rationalen Verhältnisse, fın- 





t5. Mübius, über die Krystallformen, 367 


det sich das andere Grundgesetz aller Krystallbildung, das Gesetz der Symmetrie, 
in den Lehrbüchern der Krystallographie ausgesprochen. Indessen lässt sich 
auch dieses zweite Princip in einem auf alle Krystalle sich gleichmässig erstrek- 
kenden Ausdrucke zusammenfassen. Um dieses ihun zu können, muss ich jedoch 
Einiges über symmetrische Figuren überhaupt vorausschicken. 

Eine Figur soll symmetrisch (in weiterem Sinne) heissen, wenn sie einer 
ıhr gleichen und ähnlichen Figur auf mehr als eine Art gleich und ähnlich ge- 
selzt werden kann. 

Ebene Figuren, als welche allein wir zunächst in Betracht ziehen wollen, 
können mit andern ihnen gleichen und ähnlichen Figuren immer zur Deckung 
gebracht werden, und es wird daher eine ebene Figur syznmetrisch zu nennen 
sein, wenn sie mit einer ihr gleichen und ähnlichen Figur auf mehr als eine 


Weise zur Deckung gebracht werden kann. Istz.B AB=alb, BÜ=be, 





CA=ca, und sind daher ABC und abe zwei einander gleiche und ähnliche 
Dreiecke, so decken sie einander, wenn das eine, und folglich auch das andere, 
ungleichseitig ist, nur auf eine Weise, wobei A mit a, B mit b, C mit c zusam- 
menfällt; ein ungleichseitiges Dreieck ist mithin eine unsymmetrische Figur. 
Ist dagegen AB = AC und daher ABC, folglich auch ade, ein gleichschenk- 
lıges Dreieck, so kann abc sowohl auf ABC, als auf ACB deckend gelegt 
werden. Sind aber die Dreiecke gleichseitig, so giebt es sechs Deckungen, näm- 
lich die von ade mit ABC, BCA, CAB und mt CBA, ACDB, BAC. 
Wenn eine Figur einer andern auf » (> 1) verschiedene Arten gleich 
und ähnlich gesetzt werden kann, so wollen wir sie nach der Zahl n symmetrisch 
nennen. Ein gleichschenkliges Dreieck ist daher nach der Zahl 2, ein gleichsei- 


tiges nach 6 symmetrisch, und es besitzt folglich das letztere einen dreimal hö- 
heren Grad von Symmetrie, als das erstere. Eben wie ein Dreieck, oder ein 
System von drei Puncten, hat auch jedes System von noch mehreren Puncten 
den höchsten ihm möglichen Grad von Symmetrie, wenn die Puncte die Ecken 
eines regulären Vielecks sind, und die Zahl, durch welche dieser Grad ausge- 
drückt wird, ist, wie beim Dreieck, der doppelten Zahl der Puncte gleich. Sind 
..B. A,B,C, D und a, b, c, d die auf einander folgenden Ecken zweier gleich 
orossen Quadrate, so kann abed auf 

ABCD, BCDA, CDAB, DABC, 

DCBA, ADCB, BADC, CBAD, 
deckend gelegt werden. 


Wird in der Ebene desregulärenVierecks ABCD (Fig. 1, Tat. 3) ein fünfter 
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Punct E hinzugefügt, so wird damit die Symmetrie im Allgemeinen aufgehoben. 
Denn die Figur ABCDE kann von einer ihr gleichen und ähnlichen adcde im All- 
gemeinen nur auf eine Weise gedeckt werden. Die durch den Zusatz von E 
verloren gegangene Symmetrie wird man aber dadurch wieder herstellen können, 
dass man in der Ebene von A.....E noch sieben neue Puncte F, G, H, TI, K, 
I, M hinzusetzt; diejenigen nämlich, auf welche der Punct e der Figur abcde 
fällt, wenn man das Quadrat AB CD auf die noch übrigen sieben Arten vom 


Quadrate abed sedeckt werden lässt, Denn setzt man auch zur Figur A... 


sieben neue Puncte /, 8,..... m hinzu, so dass die Figur a, b,.....m der Figur 
BB... W gleich und ähnlich wird, so werden, so oft sich auf eine der acht 


verschiedenen Arten die beiden Quadrate ABCD und abcd decken, auch 


die acht Puncte e,..... m mit den aeht Puncten E,,.... M, nur immer in anderer 


Ordnung, zusammenfallen. Es wird daher, so wie das Quadrat ABCD, auch 
die hinzugefügte Figur E,.....M, und desgleichen auch die aus beiden zusam- 
mengesetzte A..... M, jede nach der Zahl $, symmetrisch sein. 

Wir wollen hierbei das reguläre Viereck, von welchem wir ausgegangen 
waren, die Grundfigur und die aus der willkührlichen Annahme eines Punctes E 
in der Ebene desselben entstandene Figur von acht Puncten eine der Grundfigur 
zugeordnete Figur nennen. Man sieht leicht, dass auf gleiche\Veise zu jeder an- 
dern symmetrischen Figur eine zugeordnete Figur construirt werden kann, dass der 
Ort einesihrer Puncte willkührlich ist, und dass die Zahl ihrer Puncte der Zahl gleich 
kommt, nach welcher die Grundfigur symmetrisch ist. Ist daher, wie wir im Folgen- 
den annehmen wollen, die Grundfigur ein reguläres Eck, so besteht die zugeordnete 
Figur aus2 nPuncten; sie ıst nämlich, wie man schon aus der obigen Figur erse- 
hen kann, aus zwei einander gleichen regulären Ecken zusammengesetzt, welche 
mit dem nEck der Grundfigur einerlei Mittelpunct haben, und deren Seiten vom 
Parallelismus mit den Seiten der Grundfigur um gleiche Winkel, aber entgegen- 
gesetzt, abweichen. 

Ist die Grundfigur ein System von nur zwei Puncten oder ein Zweieck, 
als wobei der Unterschied zwischen regulär und irregulär wegfällt, so hat die zu- 
geordnete Figur vier Puncte, die sich als die vier Ecken eines Rechtecks defini- 
ren lassen, dessen Mittelpunct der Mittelpunct der Grundfigur ist, und von wel- 
chem zwei gegenüberliegende Seiten von der die zwei Puncte der Grundfigur 


verbindenden Geraden rechtwinklig halbirt werden, 


Besteht aber die Grundfigur aus nur einem Puncte, so hat man, analog 
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dem Vorhergehenden, die zugeordnete Figur von zweien gebildet anzunehmen, 
zwischen denen der Punct der Grundfigur in der Mitte liegt. 

Erinnert werde nur noch, dass bei gewissen Annahmen des ersten will- 
kürlich zu bestimmenden Puncts der irgend einer Grundfigur zugeordneten Fi- 
gur, diePuncte der letzteren paarweise zusammenfallen, und sich somit ihre Zahl 
auf die Hälfte der vorhin gedachten reducirt; dass aber auch alle diese Puncte 
in einem einzigen, nämlich im Mittelpuncte der Grundfigur, zusammenfallen 
können. 

Das jetzt über symmetrische in einer Ebene enthaltene Systeme von Punc- 
ten Bemerkte gilt nach dem Gesetze der Dualität vollkommen auch in Bezug auf 
Systeme nicht in einer Ebene liegender und sich in einem Puncte O schneiden- 
der gerader Linien. So wie nämlich die Ecken einer vollkommen symmetrischen 
Figur ın einer Ebene, oder eines ebenen regulären Vielecks, definirt werden kön- 
nen als ein in einer Ebene enthaltenes System von Puncten, welche von einem 
gewissen andern Puncte der Ebene (dem Mittelpuncte der Figur) in glei- 
chen Entfernungen sind, und von denen, in einer gewissen Folge genommen, 
ein jeder von dem nächstfolgenden und der letzte vom ersten gleichweit absteht: 
so ist ein System gerader, durch einen Punct O gehender Linien vollkommen 
symmetrisch zu nennen, wenn dieselben mit einer noch andern durch O gehen- 
den Linie (der Mittellinie des Systems) gleiche Winkel bilden, und wenn sie 
in einer solchen Folge genommen werden können, dass die Winkel, welche 
jede mit der nächstfolgenden und die letzte mit der ersten macht, einander gleich 
sind. So wie ferner ein reguläres nEck mit einem andern ihm gleichen auf 2 
Arten zur Deckung gebracht werden kann, und dabei ein in der Ebene des einen 
willkührlich hinzugefügter Punct in der Ebene des andern eine diesem andern 
als Grundfigur zugeordnete, nach 22 symmetrische Figur von 2r Puncten erzeugt: 
so lässt sich auch ein vollkommen symmetrisches System von r2 sich in einem 
Puncte O schneidenden Linien im Raume, mit einem andern ihm gleichen Sy- 
steme auf 27 Arten zur Deckung bringen und erzeugt dabei mit einer ihm will- 
kürlich hinzugefügten, durch O gehenden Linie eine zugeordnete, nach 27 sym- 
ınetrische Figur von 2r Linien, welche durch den gemeinschaftlichen Durch- 
schnitt der r Linien des andern Systems gehen. 

Um sich dieses zu näherer Anschauung zu bringen, errichte man auf der 
Ebene eines regulärenVielecks, etwa eines gleichseitigen Dreiecks ABC (Fig. 2), ım 
Mittelpuncte M desselben ein Perpendikel, und es werden die einen beliebigen 
Punct O dieses Perpendikels mit A, B, C verbindenden und auf beiden Seiten 
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unbestimmt verlängert anzunehmenden drei Linien eine nach der Zahl 6 symme- 
trische Figur im Raume bilden, von welcher OM die Mittellinie is. Werden 
nämlich die den Puncten A, BD, C, M, O0 entsprechenden Puncte einer andern, 
der ersten gleichen Fıgur mit a, 6, c, m, o bezeichnet, so werden bei drei Dek- 
kungen der beiden Figuren, om mit OM und a, Ö, c, der Reihe nach mit A, B, 
C, mit BD, C, A, mit G, A, B, beı den drei übrigen Deckungen orm mit O M‘ und 
a,b, c, der Reihe nach mit (C/, 5, A‘, mit 44, C‘, B’', mit B‘, 4‘, C’ zusammen- 
fallen, wobei M’, A‘, B', C' Puncte bedeuten, welche in den über O hinaus ver- 
längerten Linien OM, OA, OB, OC so liegen, dass O der gemeinschaftliche 
Mittelpunct von M M', AA', BB‘, CC ıst. Es erhellet endlich ohne Weiteres, 


dass, wenn die sechs Puncte F/, G,..... L in der Ebene ABC eine diesem Drei- 
eck zugeordnete Figur bilden, das System der sechs Linien OF, OG,.... OL 


eine den drei Linien OA, OB, OC, als Grundfigur, zugeordnete Figur sein 
wird. Analoges gilt für Grundfiguren, die aus mehr oder weniger als drei 
Linien zusammengesetzt sind. Ist die Grundfigur eine einzige Linie g, so be- 
steht die zugeordnete Figur aus zweien, welche, sich in einem Puncte der g 
schneidend, mit g ın einer Ebene so liegen, dass der von ihnen gebildete Win- 
kel von g halbırt wird. 

Uebrigens gilt auch hier die bei symmetrischen Figuren von Puncten in 
einer Ebene gemachte Erinnerung, dass in gewissen speciellen Fällen die Linien 
der zugeordneten Figur paarweise, oder auch alle mit einander, in der Mittellinie 
der Grundfigur zusammenfallen. 

\it Hülfe der jetzt über symmetrische Figuren angestellien Betrachtun- 
gen wird es leicht sein, die fast bei allen Krystallbildungen sich offenbarende 
Symmetrie in einem bestimmten Gesetze auszudrücken. 

Von den, mehr als Ausnahmen zu betrachtenden sogenannten hemiedri- 
schen Formen und Zwillingskrystallen jetzt und ım Folgenden abgesehen, sind 
die Flächen eines vollkommen ausgebildeten Krystalls paarweise einander parallel. 
Ferner giebt es bei jedem solchen Krystalle einen Mittelpunect, d. ı. einen Punct, 
welcher zwischen je zwei einander parallelen Flächen in der Mitte hiegt. Eine 
durch den Mittelpunct gelegte und auf einer der Flächen, also auch auf der ıhr 
parallelen Fläche, perpendiculäre Gerade soll der Träger dieser beiden Flächen 
genannt werden. Alle bei einem Krystalle vorkommenden Träger bilden dem- 
nach ein System ın einem Puncte, im Mittelpuncte des Krystalls, sich schneiden- 


der Graden, in welchem Puncte der Theil eines jeden, der zwischen den zwei 


von ihm getragenen Flächen liegt, halbırt wird. 
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Es giebt nun Krystalle, bei denen die gegenseitige Lage der Träger gar 
keine Symmetrie zeigt. Oder aber (und hierin eben besteht das noch aufzu- 
stellende Gesetz der Symmetrie): es lassen sich die Träger aller Flä- 
chen eines Krystalls in einer, oder zwei, oder mehreren Grup- 
pen zusammenfassen, deren jede eine zugeordnete Figur zu ei- 
ner und derselben vollkommen symmetrischen Grundfigur ist. 


Die Linien, aus denen letztere besteht, hat man sich, gemäss dem Vorigen, 
gleichfalls durch den Mittelpunct des Krystalls gehend vorzustellen. Die Anzahl 
dieser Linien der Grundfigur aber kann nur eine der fünf 1, 2, 3, 4, oder 6 sein, 
nicht 5, 7, 8, oder irgend eine grössere Zahl; als welches, wie sich zeigen lässt, 
dem Gesetze der rationalen Verhältnisse widerstreiten würde. Es sind daher 
nur fünf Grundfiguren möglich. Auch finden sich für jede derselben Krystalle 
in der Natur, und man wird somit von selbst darauf geleitet, die Krystalle 
nach der Verschiedenheit ihrer Grundfiguren in eben so viele verschiedene Clas- 
sen oder Systeme einzutheilen. Indessen ist diese Eintheilung keine neue, son- 
dern stimmt mit der bisher angenommenen, von Weiss begründeten Einthei- 


lung vollkommen überein, wie folgende Uebersicht lehrt: 


ee. € IM Sp. Systeme, 

— 2 —- Triklino@drisches oder tetraprismatisches System. 

1 2 4 180° Monoklino@drisches oder hemiprismatisches System. 
2 4 8 90 Rhombisches oder prismatisches System. 

3. 6 12 60 Rhomboedrisches System. 

4 8 16 45 Tetragonales oder pyramidales System. 


6 12 24 30 Hexagonales System. 


Die Columne Grf. enthält die Zahlen von Linien, welche die Grundfigur 
haben kann; die Zahlen der Columnen Tr. und Fl. zeigen an, aus wie viel Trä- 
gern und Flächen jede zu der entsprechenden Grundfigur gehörige Gruppe im 
Allgemeinen und höchstens zusammengesetzt ist; die Erklärung der Columne Sp. 
folgt weiter unten. In der letzten Columne, welche die Namen der verschiede- 
nen Systeme angiebt, steht dasjenige voran, welches keine Grundfigur hat, und 
wo daher die Träger mit ihren Flächenpaaren nicht gruppenweise, sondern ein- 
zeln in Betrachtung kommen. 

Den hiermit aufgezählten Systemen ist aber noch eines hinzuzufügen, wel- 
ches sich durch Symmetrie vor allen andern auszeichnet. Es entspringt dasselbe aus 


einer Grundfigur von drei, oder, wenn man will, von vier Geraden, welche eine 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 4, 49 
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besonders merkwürdige Lage gegen einander haben. Während nämlich eine 
Grundfigur von drei oder von vier Linien, wie wir vorhin sahen, im Allgemeinen 
nur auf resp. sechs oder acht Arten mit einer ihr gleichen Figur congruirt, kön- 
nen, wenn man zur Grundhigur die drei Linien nimmt, welche die Mittelpuncte 
der gegenüberliegenden Flächen eines Würfels, oder die vier Linien, welche 
die gegenüberliegenden Ecken des Würfels mit einander verbinden, vierund- 
zwanzig Congruenzen zu Wege gebracht werden; und dieses aus dem Grunde, 
weil der Würfel mit einem ihm gleichen auf sechsmal vier Arten zur Deckung 
gebracht werden kann, und dabei immer jene drei und diese vier Linien des ei- 
nen Würfels mit den entzprechenden drei und vier Linien des andern zur Dek- 


kung kommen. Eine noch beliebig durch den Mittelpunct des Würfels gelegte 


rerade Linie wird bei diesen 24 Deckungen im Allgemeinen und höchstens 24 


ST 


verschiedene Lagen erhalten ; und somit ist es einleuchtend, dass eine Figur, wel- 
che der jetzt angenommenen Grundfigur in der obigen Bedeutung des Worts 
zugeordnet ist, aus 24 Linien besteht, und dass folglich bei einem Krystalle, dem 
eine solche Grundfigur zukommt, im Allgemeinen und höchstens je 24 Träger 
mit den 48 von ihnen getragenen Flächen zu einer Gruppe gehören. Das Sy- 
stem, in welchem Krystalle dieser Art begriffen sind, wird das tessulare, auch 
wohl vorzugsweise das reguläre, oder auch das oetaödrısche genannt, indem die 
drei Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken und die vier Verbindungs- 
linien der Mittelpuncte der gegenüberliegenden Flächen eines Octa@ders Figuren 
bilden, welche mit den vorigen Grundfiguren von drei und von vier Linien iden- 
tisch sind. 

Es lässt sich nun zeigen, dass, ausser der jetzt erklärten Weise, nicht noch 
durch eine andere specielle Annahme für die gegenseitige Lage der 2, 3, 4 oder 
6 Linien, welche die Grundfigur eines Krystalls bilden können, die Grundfigur 
einen höheren Grad von Symmetrie gewinnt, und damit zugleich eine von den 
vorigen verschiedene und dem Gesetze der rationalen Verhältnisse nicht wider- 
sprechende zugeordnete Figur erzeugt wird. Und somit giebt es, auch der Theo- 
rie nach, wenn diese auf das eben gedachte Gesetz und auf das Gesetz der Sym- 
metrie, wie es im Vorigen ausgesprochen wurde, gegründet wird, nicht mehr 
und nicht weniger Krystallsysteme, als in der Natur gefunden werden. 

Die Anzahl dieser Systeme ist sieben: zuerst das in der Anordnung seiner 
Träger ganz unsymmetrische; sodann fünf Systeme mit einer Grundfigur von 1, 


2,3, 4, oder 6 Linien und zugeordnelen Figuren von resp. 2, 4, 6, 8, oder 12 


Trägern; zuletzt das vorzugsweise sogenannte reguläre System. Doch kann man, 





15. Mübius, über die Krystallformen, 373 


wie es gewöhnlich geschieht, die zwei Systeme, bei deren einem die Grund- 
figur 3, beim andern 6 Linien hat, für eines rechnen, indem man entweder die 
Flächengruppen des ersteren als hemi@drische Formen des letzteren, oder, wie 
Miller ihut, jede Flächengruppe des letzteren, als aus zweien des ersteren zusam- 
mengesetzt betrachtet. Hierdurch reducirt sich die Zahl der Systeme auf sechs 
die man (wenigstens einfacher, als bisher) das irreguläre oder das vorersie, das 
erste, zweite, dritte, vierte und das reguläre System nennen könnte; wobei 
die vier mittleren ihre Namen nach der Anzahl der ihren Grundfiguren zukom- 
menden Linien führen. Es verbände sich hiermit noch der Vortheil, dass bei 
den vier mittleren die Zahl eines jeden, nachdem sie vervierfacht worden, zugleich 
anzeigte, wie viel Flächen zu den einzelnen Gruppen oder Formen desseiben im 
Allgemeinen zu rechnen sind *). 

Uebrigens kann man die Grundfiguren, statt sie, wie im Vorigen gesche- 
hen, aus 1, 2, 3, 4, oder 6 Geraden bestehen zu lassen, auch aus eben so vielen, 
durch den Mittelpunct des Krystalls gelegten Ebenen gebildet annehmen, die sich, 
wenn es ihrer mehr als zwei sind, in einer und derselben Geraden, und, wenn es 
mehr als eine sind, unter gleichen Winkeln, also unter Winkeln von 90°, 60°, 45°, 
oder 30° schneiden. Dabei zerfallen die zu einer und derselben Gruppe gehöri- 
gen Träger in Bezug auf jede Ebene der Grundfigur in Paare, deren jedes ge- 
gen die Ebene symmetrisch liegt. Sehr leicht lässt sich Dies veranschaulichen, 
wenn man zwei ebene Spiegel unter einem Winkel von 180°, 90°, 60°, 45°, oder 
30° an einander setzt. Man sehe die Columne Sp. der obigen Tabelle. Die 
Spiegelflächen selbst, und die Bilder, welche sie von sich machen, sind die Ebenen 
der Grundfigur. Ein zwischen die Spiegel gehaltener, ihre gemeinschaftliche 
Grenzlinie treffender Stab gewährt, in Vereinigung mit seinen Spiegelbildern, den 
Anblick der zu einer Gruppe gehörigen Träger, nur dass man von jedem Träger 
bloss die auf die eine Seite des Krystallmittelpuncts fallende Hälfte wahrnimmt, 


als welcher Punct da liegt, wo der Stab die gemeinschaftliche Grenze der Spiegel 


oO 


*) Noch ein System, welches von mehreren Krystallographen mit aufgestellt wird, ist das 
sogenannte diklinoedrische. Ich bemerke in dieser Hinsicht, dass man die dahin gehörigen Krystalle, 
die übrigens bis jetzt nur als Seltenheiten beobachtet worden sind, auch zum triklino@drischen Systeme 
rechnen kann, wobei zwei Träger sich unter rechten Winkeln schneiden. Hierdurch, und in Folge des 
Gesetzes der rationalen Verhältnisse, wird allerdings eine Symmetrie möglich gemacht, die sich jedoch 
nur auf die mit jenen zwei Trägern in einer Ebene liegenden Träger beschränkt, und deren Grundfigur 
der eine jener zwei Träger selbst ist. Eben so, wie das diklino@drische, könnte es noch einige andere 
Systeme geben, bei welchen bloss die in einer gewissen Ebene enthaltenen Träger Symmetrie beob- 
achten; und dies in Bezug auf eine Grundfigur, bestehend aus zwei sich rechtwinklig, oder drei sich 
unter Winkeln von 60° schneidenden und in derselben Ebene begriffenen Linien. 
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374 15. Möbius, über die Krystallformen. 


trifft. Bringt man den zwischen zwei nächstfolgenden Ebenen der Grundfigur 
enthaltenen Theil eines Krystalls zwischen die zwei unter gleichem Winkel gegen 
einander geneigten Spiegel-Ebenen, so wird man den ganzen Krystall zu sehen 
glauben. Aehnlicher Weise wird man den Anblick aller 24 zu einer Gruppe 
des regulären Systems gehörenden Träger haben, wenn man drei Spiegel unter 
Winkeln von 90°, 60° und 45° an einander setzt und mit einem in die solcher- 
gestalt gebildete Pyramide gehaltenen Stabe die Spitze derselben berührt. Ein 
ebenes Dreieck, dessen Ecken in den Kanten der Pyramide liegen, giebt den 
Anblick eines sogenannten Achtundvierzigflächners, und in den speciellen Fällen, 
wenn die Dreiecks- Ebene auf den Kanten des Flächenwinkels von 90°, 60°, oder 
45° normal ist, den Anblick eines Rhombendodeka@ders, eines Octa@ders, oder 
eines Würfels. 

Mit Ausnahme der schon oben gedachten Formen, sind demnach, wie 
man kurz sagen kann, die Krystalle kaleidoskopische Figuren, und das System, 
zu welchem ein Krystall gehört, wird durch den Spiegelwinkel des Kaleıidos- 


kops bestimmt. 


Druck von J. Petsch in Berlin. 
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